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RESUMEN

Para poder entender el significado de riesgo en
las finanzas es necesario primero tratar de ha-
llar el significado dentro de un marco teodrico y
después tratar de precisar en general de todo
el documento que relacidon hay entre las finan-
zas y la economia. La economia trabaja sobre
un modelo de mercado en el cual existe un con-
junto de precios que igualan la oferta y la de-
manda, que se componen de factores tecnold-
gicos (oferta), preferencias y expectativas (de-
manda). Las finanzas cuentan con una gran
cantidad de datos que les permite comprobar
cualquier supuesto sobre sus modelos, modelos
gue se basan mayormente en supuestos de ra-
cionalidad del individuo y mercados competitivos.

En general para la economia, los modelos par-
ten de supuestos para lograr un comportamiento
ideal de los individuos que a su vez les permi-
tan hallar el equilibrio. Dentro de la economia
se encuentran dos areas de trabajo: la ma-
croeconomia y la microeconomia, la primera
estudia los problemas relacionados con tasas
de interés, tasas de cambio, exportaciones e
importaciones, cuentas nacionales, entre otras;
la microeconomia se centra en el problema de
maximizacién tanto del consumidor como en la
del productor, ademas de su interaccion en el
mercado y como alcanzar el equilibrio. Sobre
esta ultima (la micro), es donde las finanzas se
encuentran con la economia ya que comparten

ABSTRACT

In order to understand the meaning of risk in fi-
nance is necessary to first try to find the meaning
within a theoretical framework and then try to
explain in general throughout the document that
the relationship between finance and the econo-
my. The economy works on a market model in
which there is a set of prices that match supply
and demand, which is composed of technological
factors (supply), preferences and expectations
(demand). The finances have a large amount of
data that allows them to check any assumption
on their models, models that are based largely on
assumptions of rationality of the individual and
competitive markets.

Overall on the economy, the models are based on
assumptions to achieve an ideal behavior of indi-
viduals which in turn will enable them to find the
balance. Within the economy are two work areas:
macroeconomics and microeconomics, the first
explores the problems associated with interest
rates, exchange rates, exports and imports, na-
tional accounts, among others; microeconomics
focuses on the problem of maximization of both
consumers and the producer, in addition to their
interaction in the market and how to reach a bal-
ance. On this last (micro), is where finances are
with the economy and that share a common con-
cept in the absence of arbitration. Based on this
concept based micro finance and the financial econ-
omy emerges, which proposes a model for finan-
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un concepto en comun, la ausencia de arbitra-
je. A partir de este concepto las finanzas se
micro fundamentan y surge la economia finan-
ciera, en la cual se propone un modelo para los
mercados financieros cuya demanda es perfec-
tamente elastica, porque el mercado se com-
pone de activos que son sustitutos uno del otro,
y la oferta perfectamente elastica o inelastica
dependiendo del modelo. Ademas de estudiar
la aversion al riesgo de los individuos, el con-
sumo y la inversion dentro de un marco de se-
leccidon de activos riesgosos.

PALABRAS CLAVES

Riesgo en financiero, modelo de mercado, eco-
nomia financiera, arbitraje, aversion al riesgo,
activos riesgosos

INTRODUCCION

Para poder entender el significado de riesgo en
las finanzas es necesario primero tratar de ha-
llar el significado dentro de un marco tedrico y
después tratar de precisar en general de todo el
documento que relacién hay entre las finanzas
y la economia. La economia trabaja sobre un
modelo de mercado en el cual existe un conjun-
to de precios que igualan la oferta y la deman-
da, que se componen de factores tecnoldgicos
(oferta), preferencias y expectativas (deman-
da). Las finanzas cuentan con una gran canti-
dad de datos que les permite comprobar cual-
quier supuesto sobre sus modelos, modelos que
se basan mayormente en supuestos de raciona-
lidad del individuo y mercados competitivos.

En general para la economia, los modelos par-
ten de supuestos para lograr un comportamien-
to ideal de los individuos que a su vez les per-
mitan hallar el equilibrio. Dentro de la econo-
mia se encuentran dos areas de trabajo: la
macroeconomia y la microeconomia, la primera
estudia los problemas relacionados con tasas
de interés, tasas de cambio, exportaciones e
importaciones, cuentas nacionales, entre
otras; la microeconomia se centra en el pro-
blema de maximizacién tanto del consumidor
como en la del productor, ademas de su inte-
raccion en el mercado y como alcanzar el equi-

cial markets where demand is perfectly elastic,
because the market consists of assets that are
substitutes each other, and supply perfectly elas-
tic or inelastic depending on the model. In addi-
tion to studying the risk aversion of individuals,
consumption and investment within a selection of
risky assets.

KEY WPORDS
Risk in finance, market model, financial economy,
arbitration, risk aversion, risky assets.

librio. Sobre esta ultima (la micro), es donde
las finanzas se encuentran con la economia ya
que comparten un concepto en comun, la au-
sencia de arbitraje*. A partir de este concepto
las finanzas se micro fundamentan y surge la
economia financiera, en la cual se propone un
modelo para los mercados financieros cuya
demanda es perfectamente eldstica, porque el
mercado se compone de activos que son sus-
titutos uno del otro, y la oferta perfectamente
elastica o ineldstica dependiendo del modelo.
Ademas de estudiar la aversién al riesgo de los
individuos, el consumo y la inversién dentro de
un marco de seleccién de activos riesgosos.

Para efectos de andlisis existen dos caminos,
el primero es considerar una economia con
certidumbre y la segunda con incertidumbre.
Una economia con certidumbre es aquella en
donde los individuos conocen con seguridad el
valor de las variables que se estan evaluando,
en otras palabras, toda la informacién dispo-
nible hoy es suficiente y necesaria para dedu-
cir el comportamiento de la economia en el
futuro. En cambio, cuando este argumento ya
no se aplica se dice que existe incertidumbre.

En funcién de describir de manera mas expli-
cita este hecho, el concepto de incertidumbre
tomado del trabajo del profesor Frank Knight®

4 La ausencia de arbitraje para ambas areas se refiere a que ningun individuo puede obtener una mayor utilidad o
tasa de ganancia sin violar su restriccion presupuestal, dentro de una economia neoclasica.

5 Risk, Uncertainty and Profit (1921).
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ayuda a la explicacion. Para Knight, cuando se
presenta una situacidon en la cual existe, se
conoce y se puede calcular probabilidades so-
bre un evento bajo una distribucién de proba-
bilidad (probabilidad objetiva), se presenta lo
que se denomina riesgo; en cambio cuando
no se puede calcular las probabilidades numé-
ricas existe incertidumbre. Sin embargo para
ambos casos Knight, concluyo que el indivi-
duo siempre tendrd unas probabilidades sub-
jetivas o personales, que estan en funcion de
sus expectativas racionales. Por lo tanto el
problema de una economia en incertidumbre
serd el conocer la distribucién de probabilida-
des de un hecho para que la incertidumbre se
le convierta en riesgo.

He aqui el problema principal, la economia fi-
nanciera y la teoria del portafolio pretenden -
entre otras cosas- ayudar al individuo a tomar
la mejor decisidon cuando se presenta la incer-
tidumbre, no cuando esta ya se haya resuelto.
Para ello hay dos opciones. La primera, supo-
ne que las probabilidades subjetivas de cada
individuo estan bien formadas y son correc-
tas, y la segunda, intenta deducir la distribu-
cion de probabilidad para un evento. Si se toma
la primera opcidn, el modelo tiene que especi-
ficar como se construyeron las probabilidades
-por lo general es por el método Bayesiano-
tomando en cuenta las expectativas de los in-
dividuos, sin embargo aunque todos los indi-
viduos tengan expectativas racionales no im-
plica que estas tienen que ser iguales, causa
de esto es la asimetria de informacién.

La segunda opcién nos lleva a suponer una
distribucién de probabilidades que se pueda
generalizar para todos los modelos, por lo ge-
neral esta es la distribucién normal. Resulta-
do de varios trabajos empiricos en los cuales
se hacen histogramas sobre las series de tiem-
po para lograr determinar la forma de la dis-
tribucion de probabilidad®.

Como se expuso, lo fundamental hoy en la teo-
ria de las finanzas es trabajar con incertidum-
bre y riesgo. Para mirar con mas detalle este
tema, se introducira a Daniel Bernoulli (1734)
quien fue el que desarrollo el concepto de uti-
lidad esperada y posteriormente veremos la
formalizacion que hicieron los profesores J. Von
Neuman y O. Morgensten (1944) de los axio-
mas y la existencia de la funcién de utilidad

esperada y caracterizaciones de los juegos de
loteria. Ademds de la medida de la aversién al
riesgo por Arrow y Pratt, activos contingentes
Arrow-Debreu y el modelo alternativo desa-
rrollado por Jack Hirshleifer, modelo en el cual
el agente representativo es un consumidor y
un inversionista al mismo tiempo. Sin embar-
go, se espera que en una segunda entrega se
pueda hacer la presentacion de la teoria de
portafolio Markowitz (1954) y del trabajo de
Louis Bachellier (1900) sobre el comportamien-
to de los precios de activos financieros; estos
dos ultimos temas son los que predicen a los
modelo CAPM, APT y CAPM continuo, siendo
este ultimo tema el desarrollado por el Profe-
sor Robert Merton que le permitié obtener en
parte el premio Novel de Economia.

TEORIA DEL RIESGO Y LA INCERTIDUMBRE
En el desarrollo de la teoria econdmica se ha
observado el papel fundamental que cumplen
la oferta y la demanda como instrumentos
versatiles del analisis econédmico. Sin embar-
go, en la realidad se sabe que la vida econo6-
mica involucra asumir riesgos y enfrentarse a
situaciones desconocidas que se resumen con
la idea de incertidumbre. Dado que la deman-
da puede fluctuar de un mes a otro; los pre-
cios del trabajo, la tierra, las maquinas y los
combustibles suelen ser bastante variables; y
como consecuencia el comportamiento de los
competidores también se vera modificado. En
algunas actividades, como la agricultura, el
petrdleo y el gas, los individuos realizan in-
versiones hoy y producen en el futuro, hacien-
do que sus beneficios dependan de la evolu-
cion de los precios y en consecuencia se veran
expuestos a sufrir pérdidas aleatorias como
resultado del riesgo que involucra la vida del
individuo.

Ante esta situacién la teoria econdmica mo-
derna se ve en la necesidad de incorporar la
incertidumbre en el andlisis de la conducta de
las empresas y las economias domésticas. Al-
gunos de estos componentes estudian por
ejemplo el papel de los mercados en la difu-
sion de los riesgos en tiempo y espacio, la teo-
ria de juegos, la especulacion y el arbitraje,
llegando asi a interesarse por un objetivo co-
mun como es "la conducta de los individuos
en condiciones de incertidumbre".

6 Como se verd mas adelante en el documento, el supuesto de la distribucién normal no es del todo acertado.
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Para comprender tal comportamiento econé-
mico se hace necesario definir primero lo que
se considera "bajo incertidumbre" (under un-
certainity), entendiéndose de manera practi-
ca como una "inexactitud en lo conocido" (lack
of certainity) donde por ejemplo un individuo
no conoce con certeza las consecuencias de
sus acciones. De esta manera, el resultado de
cualquier eleccion que haga el individuo de-
pende no solamente de la eleccidon en si sino
también del "estado del mundo"’ que este
aconteciendo?.

Tales inexactitudes pueden diferenciarse en dos
tipos: la primera ocurre cuando el individuo
se siente capaz de asignar algun tipo de pro-
babilidad a los posibles "estados del mundo";
mientras que en la segunda el individuo se
siente incapaz de hacer tal asignacién. De aqui
surge la principal diferencia entre riesgo e in-
certidumbre respectivamente, pero esta teo-
ria sera desarrollada mas adelante en base al
trabajo del economista Frank H. Knight.

La teoria econdmica permite relacionar estos
dos conceptos de manera que el significado
del término "riesgo" pueda interpretarse como
"el peligro de perdida al cual se enfrenta el
capitalista ante la incertidumbre sobre el por-
venir de la actividad econdmica en la que in-
vierte". De esta definicion se deduce que tal
peligro es asociado como la justificacion mo-
ral para la obtencion de beneficios en el caso
en que la actividad tenga éxito. Mientras que
en caso de pérdida se supone que el individuo
incurre en una reduccidn involuntaria en su
capacidad de satisfaccion o de bienestar, jus-
tificada por la existencia de incertidumbre acer-
ca del futuro de su inversion.

En este orden de ideas, para el estudio éptimo
del comportamiento de las "organizaciones
econdmicas" se debe observar como se enfren-
tan los individuos al contexto intertemporal
para la toma de sus decisiones de inversion,
la asignacion de sus recursos y en general su
desempefio en un entorno incierto.

Asi pues las organizaciones econémicas pue-
den ser diferenciadas en dos grupos constitui-
dos por: las empresas, que poseen como acti-
vos los medios fisicos de produccién para la

economia y a su vez emiten activos financie-
ros para financiar sus actividades de produc-
cion; y por los intermediarios financieros, que
son poseedores y emisores de activos finan-
cieros, invirtiendo entonces de manera indi-
recta en activos fisicos o reales.

Dentro de los activos financieros para invertir
se tienen las acciones, los bonos de diferentes
vencimientos, las opciones y los futuros, en-
tre otros. De igual manera los intermediarios
financieros mas nombrados son los bancos, los
fondos mutuos y las compafiias de seguros,
quienes captan los ahorros de las familias y
las empresas y los reinvierten en otros acti-
vos financieros. Los mercados donde indivi-
duos e intermediaros intercambian dichos ac-
tivos financieros reciben el genérico nombre
de "mercado de capitales".

Debido a la variedad de activos financieros
existentes no se puede considerar una Unica
tasa de interés o de retorno para todos por
igual, sino que se observa todo un conjunto
de retornos sobre cada uno de los diferentes
activos. Entonces dada esta diversidad de ac-
tivos se supone que los agentes econdmicos
buscaran reducir el nivel de "riesgo" que abor-
dan en la administracion de su riqueza, me-
diante las diferentes estrategias de inversion que
dependen de la resolucidn de tal incertidumbre.

Los psicélogos han estudiado extensamente
esta "conducta encaminada a evitar el ries-
go", donde inevitablemente centran su aten-
cidon en la ansiedad que suscita la incertidum-
bre en los individuos. Por su parte los econo-
mistas se refieren a este comportamiento como
la conducta de aversion al riesgo de los agen-
tes, afirmando que los individuos normalmen-
te son renuentes a correr riesgos aunque no
desconocen su papel clave en el desarrollo y
crecimiento de cualquier economia.

La medicion de los diferentes niveles de ries-
go se ha considerado como un aspecto critico
en la toma de decisiones para diferentes dis-
ciplinas por muchos afos, tanto asi que en el
area financiera los inversionistas asumen que
la toma de decisiones sobre sus posibles al-
ternativas financieras esta asociada con el in-
tercambio intuitivo entre retorno-medio y ries-
go. De acuerdo con esto la decisién a tomar

7 La frase "estado del mundo" vincula lo que el individuo no puede controlar y lo que el individuo desconoce

acerca de un futuro estado del mundo.

8 Hey, John Denis; Uncertainty in Microecoeconomics; New York, New York University Press. 1979.
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dependerd de la técnica que se utilice para
medir el nivel de riesgo y las alternativas dis-
ponibles para realizar coberturas del mismo.

Algunos antecedentes acerca de la literatura en
teoria de riesgo mencionan los primeros estu-
dios serios de nociones de probabilidad que fue-
ron desarrollados en el siglo XVI en la época del
Renacimiento. En esta etapa, la ciencia y la tec-
nologia avanzaron a un ritmo mucho mayor que
en los siglos pertenecientes a la Edad Media.

Girolamo Cardano (1500 - 1571), fue un médi-
co prestigiado aficionado a los juegos de azar
(dados, cartas y ajedrez). A través del andlisis
de este tipo de juegos realizd multiples analisis
de probabilidad. En el libro "Liber de Ludo Aleae"
(Libro de juegos de azar) publicado en 1663
después de que Cardano murid, se propuso el
término "probable" que se refiere a eventos cuyo
resultado es incierto y a través de este libro,
Cardano fue la primera persona que cuantificé
el riesgo mediante la medida de probabilidad.

La palabra latina probare significa probar o
aprobar y Cardano fue la primer persona que
introdujo el concepto de probabilidad. Este
término ha evolucionado con el tiempo. El con-
cepto de probabilidad que Cardano desarrolld
se refiere al grado de credibilidad o aproba-
cién de una opinién. Sin embargo, una idea
mas reciente del término probabilidad esta
asociada con resultados futuros que involucran
incertidumbre. Este Gltimo concepto fue de-
sarrollado cuando pudo medirse cuantitativa-
mente la probabilidad con la frecuencia relati-
va de eventos pasados.

Otro italiano que analizé y escribi6 respecto de
la teoria de probabilidad fue Galileo (1564 -
1642). El escrito mas conocido relacionado con
dicha teoria se tituld "Sopra gli Scopertie dei
Dadi" (Sobre los descubrimientos de los Dados).
En él, como en la obra de Cardano, Galileo ana-
liza la frecuencia de diferentes combinaciones y
posibles resultados al tirar los dados.

A continuacién se mencionan a Blas Pascal,
Pierre de Fermat y a Chevalier de Mére, quie-
nes propusieron un método sistematico para
medir la probabilidad. Los tres fueron france-
ses académicos pertenecientes al siglo XVII.

Fermat utilizé conceptos algebraicos, Cheva-
lier fue intuitivo y filésofo, Pascal aplicé con-
ceptos geométricos a la teoria de probabilidad
(mediante el tridngulo de Pascal es posible
analizar las probabilidades de un evento).

Los avances en algebra y en célculo diferen-
cial e integral que se dieron en los siglos XVII
y XVIII propiciaron multiples aplicaciones en
teoria de probabilidad, desde la medicidén de
riesgos en seguros e inversiones, hasta temas
relacionados con medicina, fisica y prondstico
de las condiciones del tiempo.

En el afio de 1730, Abraham de Moivre propuso
la estructura de la distribucién de probabilidad
normal (conocida como distribucién de campa-
na) y propuso el concepto de desviacidn estandar.

En la misma época Daniel Bernoulli venia tra-
bajando en la definicion de un proceso siste-
matico para la toma de decisiones, basado en
probabilidades, situacion que dio lugar a lo que
hoy se conoce como teoria de juegos e inves-
tigacion de operaciones.

Por tal motivo la literatura de riesgo hace espe-
cial énfasis en la obra "Exposicion de una Nueva
Teoria en la Medicion del Riesgo" publicada por
Bernoulli hacia el afio de 1730. Esta nueva teo-
ria se fundamenta en el concepto de valor espe-
rado para lo cual se define que: "El Valor Espe-
rado se obtiene al multiplicar cada posible ga-
nancia por el numero de posibilidades en que
estas pueden ocurrir, y luego se divide a la suma
de estos productos por el numero total de casos
posibles donde, en esta teoria, la consideracion
de casos donde todos son de la misma probabi-
lidad se insiste mas adelante"®. Una vez identi-
ficada esta regla, segun Bernoulli, se debe pro-
ceder a enumerar las diferentes alternativas que
surgen de ella, examinar ciertas inconsistencias
y finalmente proponer algunas clasificaciones
para la teoria del riesgo.

Sin embargo para un adecuado desarrollo del
proceso se debe suponer que: "siempre y cuan-
do no haya razdén para asumir que dos perso-
nas se enfrenten a riesgos idénticos, ambos
deben poder esperar satisfacer sus deseos, y
los riesgos que cada uno anticipe deben ser
considerados en valores proporcionales"t°. El

9 Definicion tomada de Bernoulli, Daniel, "Exposition of a new theory on the measurement of risk" (translation

from the 1730 version). Econometrica 22:23-36.

10 Bernoulli, Daniel, "Exposition of a new theory on the measurement of risk" (translation from the 1730 version).

Econometrica 22:23-36.
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significado de este valor no se basa en las ca-
racteristicas de las personas ni en la toma de
un precio determinado, sino en la utilidad que
representa para el agente.

Por lo tanto una medicidn valida del riesgo no
puede realizarse sin considerarse el papel de
la utilidad en el individuo, ya sea para asociar
la utilidad de cualquier ganancia o bien para
determinar que tanto rendimiento se requiere
para obtener la utilidad establecida. De acuer-
do con Bernoulli se deben hacer ciertas gene-
ralizaciones para evitar que las circunstancias
del individuo puedan influir en el item de utili-
dad, algunas de estas son:

e Sj la utilidad de cada posible beneficio es-
perado es multiplicada por el nimero de
posibilidades en que estas pueden ocurrir,
y luego se divide la suma de estos produc-

tos por el niumero total de posibles casos
se obtiene la "utilidad media" (moral ex-
pectation) y el rendimiento que correspon-
de a tal utilidad serd equivalente al valor
del riesgo en cuestion.

Se asume como probable que cualquier in-
cremento en el nivel de riqueza, sin impor-
tar lo insignificante que sea se traducird
siempre en un incremento en la utilidad,
pero esta sera entonces inversamente pro-
porcional a la cuantificacidon de los bienes
que se posean previamentetl,

De esta forma, Bernoulli procede a establecer
el caso general para un individuo y su curva
de utilidad. Mediante la siguiente grafica se
define que para un individuo sea AB la cuanti-
ficacion de los bienes que se poseen inicial-
mente, entonces:

Q
[N S ——
A P B

1

|

|

I
np————o

s

9

o———=Yo

cD EF

Sea la curva BGLS, constituida por las coor-
denadas CG, DH, EL, FM, etc., que designan
las utilidades correspondientes a las abscisas
BC, BD, BE, BF, etc., que sefialan a su vez las
ganancias en el nivel de riqueza.

También sea m, n, p, q, etc., las variables que
indican el nimero de posibilidades en que BC,
BD, BE, BF, etc., pueden ocurrir.

Entonces de acuerdo a la definicion de moral
expectation se tiene que para este individuo

la utilidad media se representa:

 m.CG+nDH+pEL+qFM +...
m+n+p+q+..

PO

Si ocurre AN = PO, entonces NO - AB repre-
sentara la ganancia propiamente esperada o el
valor del riesgo en cuestién que en este caso
sera BP.

Por otra parte, para determinar que tanto de
sus bienes (AB) debe invertir un individuo, que

11 Respecto a esta "cuantificacion" el autor se refiere a los bienes que puedan contribuir a satisfacer cualquier tipo
de necesidad, en este sentido no se puede decir que alguna persona no posea nada a menos que se este

muriendo de hambre.
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este interesado en dicha propuesta de valor,
se debe examinar la curva de utilidad en di-
reccion opuesta tal que la abscisa Bp repre-
senta ahora una perdida y la coordenada po
representa su correspondiente disminucién en
utilidad. Si se supone un "juego justo"!? don-
de la reduccidon de utilidad a la que se esta
expuesto, en caso de perdida, sea proporcio-
nal a la utilidad obtenida para el evento en
que se gane, se dice que An = AN, o po =
PO. Esto quiere decir que Bp permitira visua-
lizar que parte de la riqueza que se tiene dis-

ponible para invertir, equivaldria a utilizar para
obtener el nivel de utilidad media PO, por lo
tanto se ha establecido un limite maximo para
inversion del total inicial AB.

Una vez planteado el problema de manera
general, Bernoulli supone examinar el caso en
gue la cuantificacion de AB sea infinitamente
grande, incluso en proporcién a la mayor ga-
nancia posible BF, con lo cual el arco BM se
considera una linea infinitesimalmente peque-
fia y delgada.

Q
| ———
@
T/
A P
\ |-
| x
|
I
nk————o
s
9

En el grafico se supone que las ganancias BC
y BD son cercanamente iguales y su diferen-
cia CD se convierte en una medida infinitesi-
malmente pequena.

En este caso se define la linea Gr paralela a
BR. Asi rH representara la ganancia infinitesi-
malmente pequefia en términos de "utilidad"
para un individuo cuya fortuna es AC y obtie-
ne la ganancia CD.

Entendido lo anterior se define AC = x, CD =
dx, CG =y, rH =dy, AB = ? y sea b una
constante con lo cual se tiene que dy = b*(dx/
x) o y = b* log(x/a). Por tanto la curva sBS
serd una curva logaritmica y su asintota'? sera

Qq.

Ahora bien, para obtener la utilidad media (PO)
se deben reescribir sus componentes de ma-
nera tal que constituyan la siguiente ecuacion:

mblog 2 + nblog 22 + phiog AE + gbrog AL 4.
plog 2 - AB AB AB AB

AB (m+n+p+q+..)

Encontrando que:
1

AP =(AC" . AD" .. AE? . AF*..)"" 7+

Finalmente se tiene que al resultado de la ope-
racion AP se le resta la cuantificacion AB y asi
el remanente BP serd considerado entonces
como el valor del riesgo de la proposicién en
cuestion.

12 Laidea de "juego justo" se basa en suponer que hay igual oportunidad de ocurrencia para cada retorno del juego.
13 En geometria, la asintota, equivale a una linea recta que, prolongada indefinidamente, se acerca progresivamente a una curva sin llegar nunca

a encontrarla.
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En conclusién se tiene que para la teoria del
riesgo, los descubrimientos de Bernoulli son
todavia paradigmas en el comportamiento ra-
cional de un inversionista. De esta manera se
expuso la idea que el grado de satisfaccion
que resulta de un aumento en la riqueza de
una persona, es inversamente proporcional a
la cantidad de bienes con que esa persona
cuenta, explicando con esto porqué el ser hu-
mano se considera adverso al riesgo.

Segun la historia, cien afios después de la no-
table contribucién de Pascal y Fermat, el in-
glés Thomas Bayes es quien aporta una nueva
teoria de probabilidad, demostrando cémo to-
mar mejores decisiones incorporando nueva
informacién a la informacién anterior. Para
1875, Francis Galton introdujo el concepto de
"regresion a la media", en el cual a pesar de
las fluctuaciones en los precios de los merca-
dos organizados y que las cotizaciones de los
activos en dichos mercados pueden estar so-
brevaluadas o subvaluados, siempre habra una
fuerza natural que presione los precios a su jus-
to valor o a la "restauracion de la normalidad".
Con esto el concepto de probabilidad estatico
se ve transformado en un concepto dindmico.

A comienzos del siglo XX los aspectos econo-
micos del proceso de toma de decisiones en
situacién de riesgos e incertidumbre empie-
zan activamente a discutirse después del afio
1921 cuando se publica el libro clasico del eco-
nomista norteamericano Frank H. Knight titu-
lado "Riesgo, Incertidumbre y Beneficio". En
la publicacidon se comenta que a pesar de uti-
lizarse comUinmente los términos Riesgo e In-
certidumbre como palabras similares estos son
dos términos diferentes.

Lejos de ser sindnimos -o casi- como ocurre
en la vida cotidiana cuando alguien se refiere
a ellos, en la Ciencia Econémica el Riesgo y la
Incertidumbre son dos términos muy diferen-
tes y diferenciarlos es uno de los principios
bésicos de la Economia.

Kinght -profesor de la Universidad de Chica-
go- reconoce la "falta de certezas" en una y
otra situacion, pero sostiene que mientras en
un caso es posible establecer mediciones en
el otro no. Para lo cual se define que:

e Riesgo: Se esta en una situacion de riesgo
si el azar al que se enfrenta una determi-
nada unidad productiva o una decisidn
puede ser medido en términos probabilis-

ticos (aleatoriedad con probabilidades co-
nocidas) se estd ante una situacién de este
tipo.

e Incertidumbre: Se estd atravesando una
situacion de incertidumbre cuando es im-
posible realizar tales estimaciones, dado
que se trata de una aleatoriedad con pro-
babilidades desconocidas.

Mientras el riesgo ofrece a un inversor la posi-
bilidad de elegir de acuerdo con las expectati-
vas y probabilidades de éxito (y tras un anali-
sis de variables medibles), para el caso de in-
certidumbre tales parametros no existen.

Las diferencias entre una y otra situacion no
tienen relaciéon con las causas que provocan
una u otra. En todos los casos puede tratarse
de causas exdgenas (por ejemplo el clima),
endogenas (producidas por otros agentes eco-
némicos) o de politica (medidas impositivas
sobre ciertas industrias por ejemplo).

La distincidon entre el Riesgo y la Incertidum-
bre y la "posibilidad" o "imposibilidad" de me-
dicién de una y otra, respectivamente, es vital
en la determinacion de los beneficios empre-
sariales. Ya que segun explica Knight, el ries-
go no genera beneficios (extraordinarios),
mientras que la incertidumbre si lo permite (la
curva de costos incluye los beneficios ordina-
rios, que son aquellos que no inducen a nin-
gun productor a ingresar a un sector).

Por ejemplo si se espera que 1 de cada 10
deudores no pague, todos los competidores
aumentaran el precio de venta 10%, pero ello
no aumentara la tasa de ganancia. En cambio,
una exitosa inversién realizada bajo condicio-
nes de incertidumbre si genera beneficios ex-
traordinarios, que son -precisamente- la re-
muneracion por haberse atrevido a operar en
condiciones de incertidumbre, y con éxito,
aunque la ventaja del riesgo se basa en su
tratamiento mas concreto, basado en la dis-
tribucion de probabilidades de las variables.

En el prefacio a su obra 'Risk, Uncertainty and
Profit' indicaba Knight sus intenciones criticas
y su deseo de valorar el sistema de empresa
libre que es un factor para asegurar y dirigir
el esfuerzo de cooperaciéon en el grupo social.
El papel del empresariado es ahi definido como
el "factor basico" en esa coordinacién dentro
del sistema econémico.
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La teoria de beneficio de Knight es una varia-
cion del mismo andlisis general producido an-
teriormente por las teorias de John Bates Clark
y Joseph A. Schumpeter, donde los autores
buscaban establecer condiciones definitivas
para el equilibrio general en competencia per-
fecta, aunque para Knight esto era el "merca-
do perfecto" dado que él mantiene la idea de
competencia o la rivalidad como un ideal in-
consistente con la conducta econémica.

Complementando las ideas de Schumpeter so-
bre la funcién innovadora del empresario en su
teoria del beneficio, Knight supone al empresa-
rio como receptor del beneficio puro, es decir, el
ingreso residual después de haber descontado
todos los pagos contractuales como recompen-
sa por asumir la incertidumbre. Estableciendo
al empresario como el capitalista que busca su
beneficio en un mercado dindmico, y que no teme
asumir riesgos al aceptar la incertidumbre de
ese mercado en constante cambio y asi da tam-
bién seguridad a los otros propietarios de re-
cursos (entre ellos, al trabajador).

Segun Knight, la incertidumbre proviene ante
todo del hecho de que los procesos producti-
vos precisan tiempo. Entonces se deben to-
mar decisiones sobre los inputs ahora, para
obtener outputs en el futuro. Mientras que el
caso del consumidor, en general, se basa en
que este no contrata sus bienes por anticipa-
do ya que no sabe lo que quiere, cuanto, y con
gué inconvenientes lo obtendra, lo cual deja
al productor la tarea de crear bienes y ponér-
selos a su disposicién cuando llegue el mo-
mento. Tal paradoja se basa en la "ley de los
grandes numeros"!* para la consolidaciéon del
riesgo (o de la incertidumbre) y asi se obtiene
un rasgo mas fundamental del sistema econé-
mico, en la producciéon para un mercado.

A cambio de este riesgo asumido ante la in-
certidumbre, el empresario capitalista impone
su propio juicio al de los otros y decide (Toma
de Decisiones) sobre el plan de produccién del
grupo de los que poseen los recursos necesa-
rios para la producciéon vy, justificadamente,
puede reclamar los beneficios residuales.

La principal cualidad para tomar estas decisio-
nes es la "prevision". Con libre competencia los
individuos con mayores capacidades de previ-
sién son los que se especializan en la toma de
estas decisiones. Asi es como Knight distingue
el rol del empresario, que toma las ultimas de-
cisiones, y afronta la ultima incertidumbre, del
rol del manager que sdlo decidiria sobre asun-
tos cotidianos en dependencia del propietario.

Para reducir la incertidumbre econémica, Knig-
ht utiliza el mecanismo de la "consolidacién".
Entendiendo que la consolidacidn es a la incerti-
dumbre lo que el seguro es al riesgo: un méto-
do de reduccién de la incertidumbre mediante
la creacion de un fondo de recursos comunes.
De igual manera se acepta la posibilidad de re-
ducir riesgos mediante la diversificacion de la
cartera de pedidos (el "portafolio"), denominan-
dola entonces "difusion" del riesgo, aunque no
con tanta importancia como con la creacién de
tales fondos comunes (por ejemplo la constitu-
cién de una gran firma o holding).

Sin embargo Knight considera vital que las
empresas aprovechen las ventajas de su di-
mensidén para poder seleccionar los mejores
managers y asi las decisiones mas cruciales
serian pues las referentes a la seleccion de
sus responsables?s,

De acuerdo con lo anterior, Knight expone que
el beneficio empresarial logrado no es sino el
residuo de la diferencia entre los ingresos con-
seguidos en el mercado y el consumo de fac-
tores necesario para la produccién de bienes.
Pero el beneficio no sélo compensa por haber
asumido riesgos, sino es también el resultado
de la diferencia (derivada de la inseguridad)
entre el valor esperado y el valor real de los
productos colocados en el mercado. Con esta
idea, Knight introduce un nuevo elemento en
la consideracion del papel del empresario don-
de los beneficios que puede obtener éste no
s6lo dependen de sus propias capacidades, sino
también de la medida general en que en el
entorno de mercado se desarrollan iniciativas,
capacidades y formas de conducta.

14 Se considera la "ley de los grandes nimeros" como el primer teorema fundamental de la teoria de la probabili-
dad. Basicamente el teorema establece que la frecuencia relativa de los resultados de un cierto experimento
aleatorio, tienden a estabilizarse en cierto niUmero, que es precisamente la probabilidad, cuando el experimento

se realiza muchas veces.

15 En este punto no se discute el tema del posible 'oportunismo' de los managers que podrian defraudar al
propietario, basandose en la posible supervisidon de sus actividades. Y el mayor riesgo moral se daria en el
director que selecciona sus ejecutivos pero es muy dificil asegurarse ante las consecuencias de estas decisiones.
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De esta manera la idea principal de este pri-
mer estudio acerca del riesgo e incertidumbre
econémicos es que ser empresario significa
estar dispuesto a correr peligros, siendo im-
posible obtener ganancias sin enfrentarse a los
diferentes riesgos del ambiente econdmico,
resumiendo lo anterior en la premisa "Si no
hay nada que perder, no hay nada que ganar".
Haciendo que el beneficio empresarial surja
de la diferencia entre las previsiones y lo que
realmente ocurre.

Como se ha visto, se han involucrado concep-
tos de nivel de riqueza de los individuos con
ideas de ganancia, pérdida y rendimiento es-
perado, haciendo inevitable considerar los di-
ferentes peligros y posibilidades de beneficio
que llevan al individuo a asumir una posicion,
un punto de vista, frente a determinados ni-
veles de riesgo para los que su motivaciéon no
solamente se medira por la existencia de utili-
dad sino también por la preocupacion de ob-
tener la maximizacién de la misma.

Entre los padres de la teoria de seleccion en
situacién de riesgo e incertidumbre estan tam-
bién los economistas Milton Friedman y Joseph
Stiglitz, quienes han estudiado el comportamien-
to del hombre tomando decisiones racionales en
situacion de una informaciéon completa.

De igual manera para el estudio del compor-
tamiento de los individuos bajo el contexto de
incertidumbre y sus implicaciones en la toma
de decisiones respecto al consumo, la inver-
sion y en general la valoracién de los contra-
tos financieros en los que se interesan, ha pre-
valecido la teoria de "Hipdtesis de la Utilidad
Esperada" de Von Neuman y Morgenstern (V-
N-M) desarrollada hacia 1947.

Bajo esta hipdtesis cada decision de consumo
o inversion del individuo esta caracterizada por
la determinacion de un rango de posibles re-
tornos para un activo, que a su vez son pon-
derados por su probabilidad de ocurrencia (por
ejemplo en el caso de una loteria). El indivi-
duo considerado como un tomador de decisio-
nes (decision-maker) actuara ya no solamen-
te llevado por el parametro de valor esperado

sino que sus preferencias involucraran tam-
bién la maximizacion de su utilidad esperada.

En el desarrollo bdsico de la teoria se retoma
la idea de juego o apuesta justa, definida como
aquella en la que hay igual oportunidad para
que cada retorno pueda ocurrir. A partir de
este concepto justo se busca representar de
mejor manera las preferencias del individuo
frente al simple calculo del valor esperado, este
ultimo criticado por su deficiencia en determi-
nar la cantidad de dinero que estaria dispues-
to a pagar un individuo, como maximo, para
enfrentarse a una loteria en particularte.

UTILIDAD ESPERADA

El concepto de utilidad en términos generales
consiste en una funcidén que representa y da
valor a un conjunto de bienes sobre los cuales
un individuo tiene alguna preferencia. Toman-
do como punto de partida esta definicion po-
demos introducir a Daniel Bernoulli, quien in-
trodujo el concepto de utilidad esperada como
herramienta de eleccién ante un problema de
incertidumbre, y los profesores VonNeuman-
Morgesten que generalizaron las propiedades
para dichas funciones de utilidad esperada. La
caracteristica principal de este problema de
eleccion, es que los bienes ya no son de con-
sumo sino lo que se denomina loterias?’.

DANIEL BERNOULLI

Alrededor del afio 1734 Daniel Bernoulli junto
con su hermano Nicolas Bernoulli, plantearon
el siguiente juego:

Hay dos personas Ay B, A le propone a B que
lance una moneda repetidamente hasta que
salga sello. Si pasa que en el m-esimo lanza-
miento sale cara la loteria pagard xm. Dado
esto, se conoce que la probabilidad de ganan-
Cia es:

1

Pw = E
Para Nicolas Bernoulli el valor esperado del

juego es:
E[X]: i(%j X, =00
m=1

m

16 La paradoja de San Petersburgo trabaja la debilidad del valor esperado del dinero como criterio para agregar
nuestras preferencias acerca de las loterias. Este es un caso extremo en el que el valor esperado de una loteria
seria infinito, lo cual supondria que nadie estaria dispuesto a pagar un monto tal para participar en ella y por lo
tanto el valor real del juego es menor que su valor esperado.

17 Una loteria se define como una funcion que transforma un evento con una probabilidad de ocurrencia, en un pago.
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Ahora supongamos que A le da a escoger a B
entre jugar y un pago cualquiera, la pregunta
que B le deberia hacer a A es: écual es el valor
del pago?. A puede responder a esta pregunta
si encuentra un valor para el cual B le sea in-
diferente entre jugar y el pago mismo?®, ya
gue le ofrecerda mas o menos dependiendo de
que quiera A que acepte B. Al ser infinito el
valor esperado del juego, el individuo B nunca
podra recibir un equivalente para dejar de ju-
gar y el individuo A nunca estara dispuesto a
pagar una cantidad infinita.

Para Daniel Bernoulli, este problema puede
tener una solucién posible si en vez de utilizar
el valor esperado del juego como herramienta
de decision se utiliza lo que él denomino el
valor moral del dinero. Que en otras palabras,
se refiere a la satisfaccion que en este caso le
de B a recibir un pago x_, u(x_ ). Dado que
para cada vez que el juego le pague xm B le
asignara un valor u(x_), el valor moral espe-
rado del juego sera la sumatoria de la satis-
faccion moral que le produce el pago (u(x,_))
por la probabilidad de obtener esa satisfac-
cion, que seria la misma de recibir el pago xm,
matematicamente:

063 -3 3]

Por ejemplo para un x_=2", esta utilidad es-
perada tiende a Ln(4), se ve como el resulta-
do difiere del valor esperado que es infinito.

La paradoja de Sant-Petersburgo como es
conocido este juego, es fundamental-actual-
mente el concepto del valor moral del dine-
ro se le conoce como utilidad esperada- por-
que permitird mas adelante diferenciar en-
tre la utilidad del valor esperado del juego y
la utilidad esperada, términos que mas ade-
lante se explicardan con mas detenimiento.
Otro aporte que se desprende de este ejer-
cicio es, que la satisfaccion de un individuo
depende de la acumulacién que tenga de di-
nero y que esta acumulacién a su vez de-
pende del resultado del juego, en otras pa-
labras, la utilidad esperada esta en funcién
de la riqueza y del valor esperado del juego,
ademads es una funcidon creciente, es decir,
el individuo prefiere mas a menos.

Como consecuencia del aporte de Daniel Ber-
noulli, los profesores VonNeuman-Morgensten,
se dieron a la tarea de formalizar el concepto
de la utilidad esperada en su libro titulado The
Theory of Games And Economic Behavior
(1944), aqui se presentan los axiomas.

J. VON NEUMAN-O. MORGENSTEN

Para los profesores VNM, el problema de la
funcion de utilidad y mas especificamente con
el de la satisfaccion que brinda consumir un
bien, tiene relacién con lo que pasa en la fisi-
ca con la sensacion de calor o frio, la cual es
totalmente subjetiva, écuando se puede de-
terminar objetivamente que una persona tie-
ne frio o calor?. Para esto la fisica ideo una
herramienta alterna o proxy, la temperatura.
Con el nivel de temperatura podemos deter-
minar de una mas general cuando un indivi-
duo en condiciones normales podria tener frio
o calor. De igual modo la funcién de utilidad
puede servir como proxy para medir de ma-
nera objetiva un aspecto totalmente subjeti-
vo como lo es la satisfaccion que le produce
unas canastas de bienes a un individuo. Sin
embargo, para que esto se pueda hacer de una
manera mas acertada es necesario que las fun-
ciones de utilidad cumplan con lo siguiente.

Considerando un sistema de utilidades U=
(u,v,w),u>v para cualquier nimero o(0>0>1)
y una operacién:

o+(1l-oyv: w
Estos conceptos satisfacen los siguientes axiomas:
1) Si u>v es un ordenamiento completo de U.

Esto significa que escribir u<v significa que
v>u. Entonces:

El sistema de preferencias es completo si para
cualquier u, v una y solo una de las tres rela-
ciones se mantiene:

u>v,u: v,u<v
Y cumpliran el principio de transitividad si:

u>Vv,Vv>W=U>w

El axioma 1) nos dice que todo individuo ra-
cional es capaz de ordenar sus utilidades de la
mayor a la menor.

18 A este concepto se le conoce como equivalente cierto, para el cual un individuo es indiferente entre jugar o

recibir un pago cierto.
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2) Ordenamiento y Combinacién

Si u<v implica que u<ou+(1-a)v, entonces
hasta con una probabilidad de (1-¢) v sera pre-
ferido a u.

Si u>v = u>o0w +(1+ o)v, entonces hasta con
una probabilidad de (1 - o) pasara que u>v.

Las preferencias son continuas si u<w<v impli-
ca la existencia de oo con ou + (1 - )v<w. Si w
es preferible a u, e inclusive v es mas preferido,
entones la combinacion de v con una probabili-
dad de (1-a) de v no afectara la preferencia por
w si o es pequefio. Andlogamente:

u>w>v = o, ou + (1 - a)v>w

En otras palabras un agente racional puede
construir una canasta en base a la mayor y la
menor utilidad dada una proporciéon que sea
preferida a una canasta representada por la
utilidad que cardinalmente se encuentre en el
medio de las dos.

3) Combinacién algebraica:

Cualquier combinacion que el agente pueda ha-
cer dado que es indiferente entre la combina-
cion de las canastas representadas por dos utili-
dades, sera a su vez indiferente con otra combi-
nacién en donde una parte de la canasta sea tam-
bién una combinacién de las canastas anteriores.

au+(l-o)v: (I-a)v+ou
a[fu+1-=B)wv]+(d-a)v: yu+(1—y)v
y =af

Es irrelevante el orden de la combinacion de
Uy v ya que son eventos alternativos.

Ya se mostrdé como las funciones de utilidad
pueden ser de gran ayuda para volver un pro-
blema subjetivo uno objetivo. Ahora es nece-
sario ampliar estos axiomas ya no a unas uti-
lidades que representan una canasta de bie-
nes sino que se vera el comportamiento de las
preferencias dentro de un conjunto de lote-
rias, que representaran en este caso la incerti-
dumbre acerca del nivel de utilidad que se po-
dra obtener por parte de un agente racional.

LOTERIAS Y UTILIDAD ESPERADA

A continuacién se define formalmente el con-
cepto de loteria y se exponen los axiomas que
deben seguir las preferencias sobre estas mis-
mas, asi como la representacion de la utilidad
esperada de la forma VNM.

Loteria se define como un juego que entrega
unos pagos con cierta probabilidad de ocurren-
cia. Y se denota como la loteria L, que entre-
gara un pago n con una probabilidad p..

Dado esto podemos expresar las preferencias
sobre las loterias de igual manera que en el
caso anterior.

a) Una loteria simple Les unalista L = (p,,...... ,
p,), que para cualquier n Xp-=1, siendo p_la
probabilidad de que el pago' n ocurra.

b) Dadas K loterias simples L, = (p?,,...., p* ),
k=1,..,ny0>0x«=,la loteria compuesta
(LyooosLys0t,...00), serd la alternativa riesgosa
que ofrece la loteria simple L, con probabili-
dad o V k.

La probabilidad de obtener el pago n en una
loteria reducida L, es:

1 k
p,=0o,p +...ta,p,

c) La relacidn de preferencia=-en el espacio de
las loterias simples.# es continua si para cual-
quier L,L °,L " "e .2 los conjuntos:

{oe[0,1]:0L+(1-0)L "= L "}c[0,1]
{oe[0,1]:0L ~ "= al+(1-o)L “}c[0,1]

Cambios pequefos en la probabilidad no de-
ben cambiar el ordenamiento de las preferen-
cias.

d) La relacién de preferencia »~ en el espacio
de las loterias simples ., satisface el axioma
de independencia si para toda L,L",L" "e.Zcon
0€[0,1], tenemos:

LrL<al+(1-o)L"=aLl +(1-o)L"

El combinar Ly L con L’ ", no cambia el orde-
namiento de las preferencias sobre Ly L".

e) La funcién U:.#i tiene una funcién de utili-
dad, si hay una asignacién de numeros
(u,....,u. ) paralos N pagos, tal que para cada
loteria L=(p1,....,pn)e &, tenemos:

U(L):u]p] +..+u,p,
Una funcidon de utilidad U:«>i tiene forma de

utilidad esperada VonNeuman-Morgensten
(VNM) si y solo si satisface:
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K K
U[ZakLk j => o, U(L,)
k=1 k=1
Para cualquier K loterias, L& -4 (o,....u,)2 0.3 a, =119

Otra caracteristica de las funciones de utilidad
VNM, es que transformamos si linealmente una
funcion VNM, esa transformacion sera una fun-
ciéon VNM:

Suponga que U:#>i es VNM para - sobre .2
U:.#>i, es otra VNM para - siy solo si hay un
escalar B>0y v, tal que,U(L)=pU(L)+y, para cada
Le .z

Notese que si U(®) es VNM con forma de utili-
dad esperada, entonces U(L)=BU(L)+y:

U(ZO(AIJ: BU(ZO(AL,\ ]+y =BY o, UL)+y =D 0, [ BUL)+ |
k=1 k=1 k=1 k=1
U(iakgj:iak u(L)
k=1 k=1
U(Lk) tiene forma de utilidad esperada.

Como se mostro, las preferencias por las lote-
rias satisfacen los axiomas de continuidad e
independencia, se puede decir que las prefe-
rencias estan representadas por una utilidad
esperada, lo que permite hablar de un teore-
ma de la utilidad esperada.

TEOREMA DE LA UTILIDAD ESPERADA
Suponga la relacion de preferencias raciona-
les ~ en el espacio de las loterias ., satisface
los axiomas de continuidad e independencia.
Entonces .#admite una representacion de la
utilidad como forma de utilidad esperada. Es
decir, podemos asignar un numero u_ a cada
pago n=1,....,N, de tal manera que para cual-
quier par de loterias L=(p,,....,p,), L =
(p,")....p, "), tenemos:

Para demostrar este teorema?, supéngase que
existe la peor loteria L y la mejor loteria L, tal
que L~L~L\VLe .Z Entonces:

1) Si L>L"y ae(0,)=L>al+(1-0)L >L".

2) Sea o,Be[0,1]1=BL+(1-B)L>al+(1-0)L=B>o

3) Para cualquier Le existe un Unico ndmero
o /o L+(1-0 )L]:L.

4) La funcion U:.#—i que asigna U(L)=a,,VLe,
representa la relacion de preferencia*-.

Teniendo estos cuatro puntos se quiere mos-
trar que para cualquier L;L e y Be[0,1]:

U[BL+(-B)L' |=BUWL)+(1-B)U(L)

Por definicién se tiene
L:U(L)L+[1-U(L)]L
L': U(L)L+[1-U(L)]L

Por lo tanto, por el axioma de independencia,
aplicado dos veces

BL+(-B)L: BlUE)L+(-UQL)L |+(-BY UEL)L+(-U(E))L]
Reagrupando términos
BL+(1-B)L: [BUL)+(1-B)U (L) L+[1-BU(L)-(-B)U(L)]L

En otras palabras, la loteria compuesta que
arroja la loteria [U(L)L+(1-U(L))L]con proba-
bilidad B y la loteria [U(L)L+(1-U(L"))L] con
una probabilidad (1-B), tiene la misma loteria
reducida como la loteria compuesta que arro-
ja L con probabilidad [BU(L)+(1-B)U(L)] y L con
probabilidad [1-BU(L)-(1-B)U(L")] .

Por la construccidon de U(e) en el punto 4, se
tiene:

U[BL+(1-B)L|=BU(L)+(1-B)U (L)
Y con esto acaba la demostracion.

Como conclusiéon de esta seccion podemos
decir que las preferencias del consumidor so-
bre un conjunto de loterias pueden ser fiel-
mente representadas por una funcion de utili-
dad esperada, siempre y cuando cumplan con
los axiomas de continuidad e independencia.
Ahora teniendo en cuenta el ordenamiento de
las preferencias de un individuo bajo incerti-
dumbre se puede pasar a analizar si éste es
amante, neutro o averso al riesgo, que depen-
dera de la forma de su utilidad esperada.

19 Demostracién: U(®) tiene forma de utilidad esperada, y hay una loteria compuesta (L,....,L,;0,,...,o. ), donde L =
(p*,,.....p%.) y su loteria reducida seria -y, entonces:

oo )-gn(ger)-ge (g

I/EZOL,/.A ):gacu(g)

20 Demostracion tomada del libro Microeconomics Theory de Mass-Colell (1995).
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AVERSION AL RIESGO Y MEDICION

El esfuerzo por saber que tipo de actitud toma
el individuo frente al riesgo, se justifica en la
medida en que, este conocimiento permita
saber cual es la composicién de la canasta de
consumo sobre los activos riesgosos y la ma-
nera como la utilidad esperada se comporta
en el margen cuando cambia la riqueza.

El concepto simple de aversidn al riesgo es: la
apatia que cualquier individuo puede tener
hacia una situacion de riesgo o incertidumbre.
Para simplificar el analisis de esta seccién se
le dard el mismo significado al riesgo y a la
incertidumbre, contrario a la distincion hecha
anteriormente. El mejor escenario que repre-
senta este concepto son los juegos de loteria,
y como complemento se tiene que medir la
curvatura de la funcion de utilidad para saber
si es concava (averso al riesgo), lineal (neutro
riesgo) y convexa (amante al riesgo).

También es importante hacer claridad sobre
dos conceptos:

La Utilidad Esperada es la utilidad del pago
(de una loteria) por su probabilidad de ocu-
rrencia.

La Utilidad del Valor Esperado es la utilidad
que arroja el valor esperado de la loteria, en
otras palabras la utilidad de la esperanza del
juego.

Para hacer mas claridad se dice que un indivi-
duo tiene:

Una riqueza inicial w.

Existe una loteria x=L(x,-x;p,1-p). .

La riqueza final sera w,=w +x.

Una funcién de utilidad en funcién de la
riqueza u(w).

De lo anterior:

u(E[ﬂ}, ]):u(p(wu +3)+(1-p)(wy—x))
E[r;(-ﬁ}, ;)szu(:wn +X)+ (1= p)u(w,—x)

A continuacion toca determinar si u(E[w,]) (uti-
lidad del valor esperado) es mayor, menor o
igual que E[u(w,)] (utilidad esperada). Depen-
diendo de la relacién se podra decir si el indi-
viduo es amante, neutro o averso al riesgo.

Para el caso en que u(E[w,])-[u(w,)], es decir,
la utilidad del valor esperado es mayor que la

utilidad esperada. Cuando el individuo valora
mas el resultado del juego que el juego mis-
mo, le produce mas placer el ganar que sim-
plemente participar del riesgo de jugar lote-
ria, es averso al riesgo.

Para el caso en que u(E[w,])<E[u(w,)], la utili-
dad del valor esperado es menor que la utili-
dad esperada. El individuo participara mas por
las ganas de jugar que por el de obtener una
ganancia, sin decir esto que no le importe per-
der. A este individuo se cataloga como aman-
te al riesgo.

Cuando u(E[w,])=E[u(w,)], tanto el juego como
el resultado tienen el mismo valor para el in-
dividuo, es decir, es neutral al riesgo.

Los aportes académicos siguientes se basan
en el supuesto de que todos los individuos son
racionales, y la racionalidad implica aversién
al riesgo. Tan importante es determinar si los
individuos son aversos como medir la "canti-
dad" en que lo son. A esta "cantidad" se le
conoce como prima. A continuacién se vera a
Jensen y Arrow-Pratt, modelos cldsicos para
medir la aversién al riesgo.

Ahora bien para observar la influencia del teo-
rema en las actitudes de un individuo frente al
riesgo se debe suponer que el agente decisor
tiene una determinada funcién de utilidad so-
bre su consumo U(C). Asi mismo se supone
que el individuo conoce la probabilidad de con-
seguir determinados niveles de consumo y que
elegira entre distintas alternativas maximizan-
do la utilidad esperada de su consumo. Enton-
ces sea 7 la probabilidad que el agente asignha
a un determinado nivel de consumo C, y la
utilidad esperada vendria dada por:

EUQ©) =Y mU(C,).

i=1

Se diferencia entonces la incertidumbre aso-
ciada al consumo como una variable diferente
a la utilidad del consumo. Y por ejemplo, en el
caso de dos posibles niveles de consumo, C,
con probabilidad = y C, con probabilidad 1-m,
el consumo esperado E(C), la varianza Var(C)
y la utilidad esperada del consumo vienen da-
dos por:

EC)=nC, +(1-n)C,
Var (C)=n|C, - E(O)} +-x|C, - ECO)]
EU(C)=rU(C,)+(1-m)U(C,)

38 Cuadernos Latinoamericanos de Administracion - Vol. I No. 4 - Enero Junio de 2007



Teoria del riesgo en mercados financieros: una vision tedrica gg

De esta manera, por una parte se puede hablar
del riesgo (o variabilidad) del consumo en si (algo
que se puede medir a través de la varianza del
consumo) y por otra parte de la actitud del agen-
te frente al riesgo (algo que viene exclusiva-
mente definido por su funcién de utilidad).

De esta forma V-N-M separan el riesgo de la
actitud frente al riesgo. Ya que mientras el ries-

go es un concepto que depende de las carac-
teristicas especificas de la loteria o activo fi-
nanciero que se considera, la actitud frente al
riesgo va a depender del individuo en si y por
lo tanto, puede ser distinta para distintos agen-
tes. De hecho, dependiendo de la forma de la
funcién de utilidad se pueden distinguir tres
tipos de actitudes frente al riesgo, que son:

e Utilidad marginal positiva y decreciente: Aversion al riesgo.

(s

C)=0
Uric <o

La primera derivada de la funcién de utilidad
es positiva, por lo que la funcion de utilidad es
creciente en el consumo. Ademas, en este
caso, la segunda derivada es negativa por lo

("1’

gue una unidad extra de consumo genera mas
utilidad para niveles bajos de consumo que
para niveles altos de consumo; la utilidad
marginal del consumo es decreciente.

e Utilidad marginal positiva y constante: Neutralidad al riesgo.

o

U(C)=0
U =0
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En este caso, una unidad de consumo extra
genera el mismo aumento de bienestar, inde-
pendientemente del nivel inicial de consumo.

La segunda derivada de la funcién de utilidad
es igual a cero y los individuos son neutrales
al riesgo.

e Utilidad marginal positiva y creciente: Propensién al riesgo.

(s

=0
U (C)=0

En este caso unidades sucesivas de consumo
dan lugar a mayores aumentos en utilidad. No
solo la utilidad es una funcion creciente en el
consumo y su primera derivada es positiva, sino
que la segunda derivada es también positiva.

En general esta seria la caracterizacion mate-
matica de las actitudes frente al riesgo, y asi
mientras la funcién de utilidad sea doblemente
diferenciable, las actitudes frente al riesgo se
clasificaran por su segunda derivada. Entonces
aunque U (C)>0 para cada caso se tiene que:

e U’ "(C)<0, aversion al riesgo (concavidad)
e U’ (C)=0, neutral
e U’ (C)>0, propension al riesgo (convexidad)

Para extender este analisis al caso de las lote-
rias, se debe interpretar el valor particular que
tome W con respecto al valor esperado de la
loteria. Asi pues, si la utilidad derivada de un
valor particular de W es mayor que la utilidad
esperada de una loteria con el mismo valor de
dinero esperado, se dice que tiene "aversion ries-
go". Por su parte la "neutralidad al riesgo" se
evidencia cuando el valor de retorno W es igual
a la utilidad esperada de una loteria. Finalmen-
te la propensidn al riesgo ocurrird cuando la uti-
lidad del retorno esperado de una loteria es
menor a la utilidad esperada de la loteria.

Cuando V-N-M propusieron esta teoria insistie-
ron en que estos axiomas eran eminentemente
razonables y que, por lo tanto, la teoria en si no
restringia sustancialmente el ambito del anali-

(1‘

sis. Sin embargo casi de manera simultanea a
la aparicion del teorema, surgieron algunas cri-
ticas de la misma entre las cuales cabe mencio-
nar la paradoja de Allais (1953) y la paradoja
de Ellsberg (1961). Aunque se debe mencionar
que todas estas criticas provienen de la llamada
"economia experimental", la cual es una rama
de la economia donde se efectlan experimen-
tos encaminados a comprobar el grado de rea-
lismo de ciertas prescripciones teodricas.

En general en la literatura de riesgo se encuen-
tran dos medidas formales de aversion al riesgo
los cuales intentan capturar al maximo la no-
cién de precio por el riesgo o prima de riesgo.
Pero antes de llegar a ellos se considera perti-
nente retomar el concepto de juego suma cero,
el cual es un juego con un rendimiento medio
igual a cero. Asi el rendimiento aleatorio & es un
juego suma cero si E(&)=0.

En este orden de ideas se dice que la primera
medida se conoce como prima compensatoria
de riesgo, 11, que formalmente se define como
la cantidad de dinero que habria que pagara un
individuo para que acepte un juego suma cero.
Entonces se supone un individuo con un nivel
de riqueza inicial W, y una funcién de su riqueza
U(W). En estas condiciones, la prima compen-
satoria de riesgo II, viene definida por:

U(W,)=EU(W, +E+T.)

La segunda nocidn de precio de riesgo es la
prima de seguro de riesgo, Il,, que se define
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como la cantidad de dinero que estaria dis-
puesta a pagar una persona que soporta un
juego suma cero para dejar de soportarlo. For-
malmente se define por la ecuacion:

EU(W,+E)=U(W,-IL,)

Cuando el juego suma cero es suficientemen-
te pequefio ambos conceptos dan lugar a la
misma prima de riesgo, en el sentido en que
I1. =[1.=I1.

Entonces cualquier individuo serd adverso al
riesgo si y solo si satisface:

ULE(W)]>EU(W,+E).

Es decir que para cualquier agente adverso al
riesgo, la utilidad que le reporta el valor espe-
rado de un juego es mayor que la utilidad es-
perada de jugar. Si ademas el juego es de suma
cero el individuo adverso al riesgo no jugara
ese juego y prefiere su riqueza inicial (que
coincide con el valor esperado del juego). N6-
tese que la diferencia entre la utilidad del va-
lor esperado del juego y su utilidad esperada
depende del grado de curvatura de la funcién
de utilidad que es, en definitiva, lo que captu-
ra el grado de aversion al riesgo para agentes
con funciones de utilidad céncavas.

Asi mismo la neutralidad y la propensién al
riesgo pueden definirse respectivamente como:

ULE(W)]=EU(W,+&)
ULE(W)]<EU(W,+§)

Cuando el juego suma cero es suficientemen-
te pequefio, es posible obtener una aproxima-
cion explicita a la prima de riesgo. Este proce-
so se basa en aplicar la expansion de Taylor
para aproximar polinomios en el caso de la
prima de seguro de riesgo. El desarrollo de
esta aproximacién obtiene una ecuacion final
en la que se evidencia que la prima de seguro
dependerd de dos términos:

o UH(WO)GZ:

sTU(W,)2

El termino ¢%,/2 se refiere exclusivamente al ries-

go del juego suma cero, donde cuanto mayor es
el riesgo del juego, mayor es la prima de segu-

ro. El otro término depende exclusivamente de
las caracteristicas de los individuos (su funcion
de utilidad). Por lo tanto este término sera un
buen indicador para la medida de aversion al
riesgo del individuo.

En este punto se hace referencia al coeficiente de
aversion absoluta al riesgo de Arrow-Pratt (A-P)
(1965) para un individuo cuya funcién de utilidad
es U(W). El coeficiente se representa como:

u'(w)

u(w)

Con esta desagregacion de A-P a la prima de
seguro de riesgo se puede observar cémo el efec-
to en la prima de seguro sera positivo si y solo
si el individuo es adverso al riesgo, ya que la
segunda derivada de la funcién de utilidad seria
negativa en dicho caso. Para un individuo neu-
tral al riesgo la prima sera cero y para uno pro-
penso al riesgo la prima serd negativa.

A(W)=-

Si el grado de concavidad de la funcién de utili-
dad refleja el grado de aversidon que tiene un
individuo, parece ldgico pensar que la segunda
derivada de U(W) se asocie con el grado de aver-
sién al riesgo. En el coeficiente A(W) no solo se
toma la segunda derivada sino que se normali-
za por la primera derivada de la funcién de utili-
dad. Con esto se asegura que ante transfor-
maciones lineales de la funcién de utilidad, el
cociente entre la segunda y la primera derivada si
se mantengan constantes y por ende se manten-
dran las mismas preferencias de los individuos.

Otra medida util de aversién al riesgo de un
individuo es el coeficiente de aversién relativa
al riesgo de A-P que se define como:

RW)=-WU" (W)=WA(W)
u(w)

Como su nombre lo indica, este coeficiente per-
mite capturar la aversion al riesgo en térmi-
nos relativos o porcentuales. Entonces en el
caso de aversién absoluta al riesgo se anali-
zara por ejemplo la cantidad de dinero que un
individuo decide invertir en actividades arries-
gadas, mientras que con la medida relativa de
aversion se analizard en que proporcion o
porcentaje el individuo decide realizar su in-
versién en activos riesgosos?!.

21 Segun el trabajo de Menezes y Hanson (1970), influenciados por la obra de Arrow-Pratt, la importancia de A(W) en
el estudio de aversidn se evidencia para el caso en que la riqueza del individuo varia mientras su nivel de riesgo no lo
hace. De igual manera para R(W) resaltan su relevancia en el caso en que la riqueza y el riesgo son modificados en

la misma proporcion.
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Tras la teoria de la "Hipotesis de la Utilidad
Esperada" de Von Neuman y

DESIGUALDAD DE JENSEN

Primero que todo, la desigualdad de Jensen
no es un resultado de un analisis econémico
sino que es una herramienta matematica que
permite determinar la actitud del individuo
frente al riesgo mediante la forma o concavi-
dad de una funcion dentro de un espacio de
probabilidad, utilizando para este caso en es-
pecifico una funcion U:i—i, con una variable
aleatoria x y con una funciéon de distribucién
de probabilidad F(x).

La formalizacion de la desigualdad para repre-
sentarla como un problema de eleccién de lo-
terias en incertidumbre seria:

Si para cualquier loteria F(e), la loteria des-
compuesta que rinde _[xdF(x), con certeza es al
menos tan buena como la loteria F(e) misma,
podemos decir que u(x) es concava. Si las pre-
ferencias admiten ser representadas como una
funcién Bernoulli de utilidad esperada??, la de-
finicion anterior se puede expresar como:

J.u (x)dF (x)<u ([xdF (x))

Dado que la distribucion de probabilidad es
continua, la representacién del valor espera-
do se puede expresar como la integral alrede-
dor de un valor, asi podemos reescribir la ex-
presion anterior como:

E[u (x)] <u (E [x])

Repasando los conceptos del apartado ante-
rior, podemos decir que la utilidad esperada
es menor que la utilidad del valor esperado,
por lo tanto el individuo es averso al riesgo.
Uniendo las conclusiones de las dos expresio-
nes anteriores, se puede demostrar que si la
funcion de utilidad u(x) es céncava, el indivi-
duo siempre serad averso al riesgo. Y por lo
tanto la utilidad marginal es decreciente con
respecto a la riqgueza. Y asi mismo, si la des-
igualdad tiene signo contrario se dice que la
funcién de utilidad es convexa y el individuo
es amante al riesgo y si los dos valores son
iguales la funcidon de utilidad sera una linea
recta y el individuo es neutral al riesgo.

Sin embargo retomando el aporte de Daniel
Bernoulli, para realizar un juego de loteria, a
parte de la loteria se necesita "algo" que haga
indiferentes a los agentes entre el juego y el
resultado, en otras palabras, "algo" que los
vuelva neutros al riesgo, con el fin de que los
individuos tengan un punto de comparacién al
momento de tomar la decision de participar
en el juego. A este "algo" se conoce como el
equivalente cierto. Siguiendo con los concep-
tos expuestos el equivalente cierto de la lote-
ria F(x), denotado c(F,u), es la cantidad de di-
nero con la cual el individuo es indiferente entre
apostar F(x) y la cantidad cierta c(F,u), es

decir:
u (c (F,u))z J-u (x)dF (x)

Es decir iguala la utilidad esperada con la uti-
lidad del valor esperado.

Ademas, dependiendo de la forma de la fun-
cion de utilidad los agentes estaran dispues-
tos a pagar una prima de riesgo por deshacer-
se de ese riesgo si sienten apatia por él. Al
contrario que los amantes, que reciben una
cantidad para entrar al juego (prima de com-
pensacion) y para lo neutros esta cantidad es
cero.

Para cualquier cantidad dada de dinero x y un
numero positivo ¢, la prima probable, denota-
da por n(x,g,u), es el exceso en la probabilidad
de ganancia sobre las verdaderas opciones,
que hacen que el individuo sea indiferente
entre el pago cierto x y una apuesta que se
encuentra entre x+¢ y x-¢, es decir:

u(x)= Gm (x,s,u)ju (x+e )+[%—n (x,a,u))u(x—s)

Tal y como en una economia bajo certidumbre
el individuo es maximizador de su utilidad, en
este caso esperada. Para cumplir con esta con-
dicion de maximizacién, se debe cumplir que
el agente sea averso al riesgo, que u(x) sea
concava y dos veces diferenciable
[u'(x)>0,u"(x)<0], que la cantidad cierta que hace
al individuo indiferente entre el jugar o no, sea
menor o igual que lo que rinde la loteria
c(F,u)< jxdF(x) y que el individuo este dispues-
to a pagar una cantidad positiva para librarse
o disminuir el riesgo de jugar.

22 Una funcién Bernoulli de utilidad esperada, es aquella que se encuentra en funcién de la riqueza y cumple con

los axiomas de continuidad e independencia.
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Habiendo resuelto el problema de determinar
que actitud toma el individuo frente al riesgo,
el analisis se dirige ahora a medir esa actitud
en términos de cantidades, campo en el cual
los profesores Arrow-Pratt son referencia y
base de trabajo obligatoria.

ARROW-PRATT

Los profesores Arrow-Pratt trabajaron bajo un
modelo de racionalidad, es decir todos los in-
dividuos son aversos al riesgo y sus funciones
de utilidad son cdéncavas. La idea en general
es deducir un método que permita establecer
la cuantia de esta aversiéon no solo con el fin
de saber el "dato", sino para realizar compa-
raciones de distintos agentes hacia un mismo
evento de riesgo. Con el fin de comprender
mejor las ideas de los profesores A-P, a conti-
nuacion se presenta de manera formal el mo-
delo:

Si se establece el siguiente escenario:

+ Una loteria X, que sigue una funcién de den-
sidad de probabilidad f(x).

+ Un individuo con una riqueza inicial w,,.

+ Una riqueza final que sera w,_w_+X

+ Una funcién de utilidad en funcién de la
riqueza u(W).

Se define la prima de riesgo, n(w,X), como la
cantidad maxima que un individuo esta dis-
puesto a pagar por deshacerse del riesgo y al
mismo tiempo el equivalente cierto es la can-
tidad que hace al individuo indiferente entre
el pago cierto y los pagos de la loteria, por lo
tanto la definicién anterior se puede escribir:

* u(w, +E[Xx]-n(w,,X))=E[u(w,+X)]

Examinando la definicién del equivalente cier-
to, se encuentra que la cantidad que se le debe
pagar al individuo para lograr que sea indife-
rente entre jugar y el pago, debe ser igual a
su capital inicial w,, mas lo que se espera que
obtenga por jugar E[x] menos lo que "invirtié"
por deshacerse del riesgo m(w,x), eso es, el
individuo aceptarad una cantidad igual a esta,
ya que dentro de ese valor ya esta desconta-
da la cobertura que hace él del riesgo, por lo
tanto tendria el mismo nivel de utilidad si jue-
ga o recibe el pago cierto.

Teniendo en cuenta que la riqueza inicial y el
valor del juego estan dados desde el principio,
lo importante sera establecer cual va a ser el
valor de la prima de riesgo, que en ultimas es

el que determina que tan averso es un indivi-
duo. Antes de comenzar con el modelo mate-
matico se analiza lo siguiente, si un individuo
siente demasiada aversién por el riesgo, la
Unica manera de que él "juegue" es realizan-
do una cobertura del riesgo, y entre mas ries-
go considere el individuo que halla, mas ten-
dra que cubrirse, en otras palabras tendra que
pagar mas por deshacerse del riego, por lo
tanto desde ya se puede suponer que entre
mas averso sea un individuo al riesgo su pri-
ma de riesgo es mayor.

Para mirar de manera mas directa la relacién
entre prima de riesgo y aversion, los profeso-
res A-P utilizaron las Series de Taylor, lo que
se conoce como la aproximacion de Arrow-
Pratt:

Series de Taylor:

Aprox. De primer orden: g(z+/)=g(z)+/*g' (2)+0(?)

Aprox. De segundo orden: g(z+/)=g(z)+FPg"(z)+0(P)
2

La aproximacion de primer orden se le aplica
al término de la izquierda y la de segundo or-
den a la de la derecha de la expresién *, alre-
dedor de la esperanza del equivalente cierto:

Para el término de la izquierda:

g(z)=u,z=w +E[X],/=-n
u(wy+E[x]-t)=u(w,+E[X])-tu (w,+E[X])

Para el término de la derecha:

9(2)=u,z=w,+E[x],/=x-E[x]
Elu(w,+X)] =j [u(w,+E[X]+X-E[X])]1f(x)dx
Elu(wy+x)1=[[u(w,+E[X])+
(x—E[)N(])u'(W0+E[5('])+
(X-E[i])zu"(W0+E[)?])]f(x)dx
2
E[u(w,+x)]=u(w,+E[x])+u"(w,+e[X])o’
Retomando la expresion * se puede igualar las
dos ultimas ecuaciones y despejando se ob-

tiene,

u" (W, +E[X])c?
U (w,+E[X])2

(W, X)=~

Como resultado la prima de riesgo, esta en
funcién de la riqueza inicial y el valor espera-
do de la loteria. La prima de riesgo tiene dos
componentes:
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cativa e pu U (W +ELX])
Subjetiva: R= (W T E se conoce como el

.. [x1) X . .
coeficiente de aversion al riesgo, y mide dicha
aversion.

Objetiva: § es el riesgo intrinseco, todo el mun-
do lo conoce y lo puede medir ademas de ser
el mismo para todos.

Para determinar que individuo es mas averso
que otro, las siguientes propiedades son equi-
valentes:

Dadas dos funciones de utilidad, se dice que
u, tiene una aversion al riesgo mayor que u,
si y solo si se cumplen estas propiedades:

- RY(u,)>R%(u,), el coeficiente de aversion con
respecto a u, @s mayor que con respecto a u,.

- Existe una funcidn cdncava creciente @),
tal que u,(w)=92(u,(x)) para todo X. En 9tras
palabras u, es una transformacion conca-
va de u,, por lo tanto u, es mas concava.

- ¢(F,u,)<c(Fu,), que el equivalente cierto de
u, sea menor que el equivalente cierto de
u,.

- m(w,x,u2)>n(w,x,u,), la prima pagada por u,
debe ser mayor, ya que su coeficiente de
aversidon es mayor.

- Si u, acepta una loteria F'(e) al menos tan
buena como algun pago cierto x, entonces
u, también aceptara F'(e). Implicando
juz(x)dF'(x)z u,(x) yj u,(x)dF (x)z u,/(x), es
decir cualquier riesgo tomado por u, desde
una posiciéon de certidumbre, u, también lo
aceptara.

Como ya se ha resaltado anteriormente la im-
portancia de determinar el comportamiento de
un agente frente a una situacién de incerti-
dumbre se basa en la capacidad que esto brin-
da para poder hacer comparaciones entre dis-
tintos individuos. Un gran avance en este sen-
tido es la aproximacion de Arrow-Pratt, sin
embargo no es la Unica. La comparaciéon tam-
bién se puede hacer mediante la clasificacidon
de las loterias, determinando cual es la mas
riesgosa y estableciendo en dicho caso cual
sera la eleccién del individuo.

COMPARACION DE LA DISTRIBUCION DE
LOS PAGOS

Para realizar este analisis nuevamente se re-
curres a las herramientas que ofrecen otras
disciplinas complementarias a la economia, en
este caso la estadistica. Particularmente la
dominancia estocastica, la cual permite esta-
blecer para diferentes distribuciones de pro-
babilidad, cual de ellas presenta una mayor
media con la menor volatilidad posible.

Para aplicar este concepto al problema de se-
leccion en incertidumbre, se supone que di-
chas funciones de distribucion de probabilidad
representan a las loterias.

Los retornos de las loterias se pueden medir
por nivel o por distribucion, por ejemplo, si
existe una loteria F(e) rinde mas que G(s) (do-
minancia estocastica de primer orden) y F(s)
es menos riesgosa que G(e) (dominancia es-
tocastica de segundo orden). La funciones F(e)
y G(e) seran restringidas por F(0)=0,F(x)=1y
G(0)=0,G(x)=1 para algun x.

Dominancia Estocastica de Primer Orden

La distribucién F(s) dominara estocasticamente
en primer orden a G(e), si para una funcién no
decreciente u:i,—i, se tiene:

J-u(x)dF (x)Z J.u(x)dG (x)
También si F(X)<G(x)yx.2

Dado que la dominancia estocastica de primer
orden se refiere a los niveles de las distribu-
ciones se puede decir que, la loteria F sera
preferida a G, si para una misma funcion de
utilidad, la utilidad esperada con respecto a F
es mayor que la utilidad esperada con respec-
to a G.

Dominancia Estocastica de Segundo Orden

Ahora se quiere comparar distribuciones o lote-
rias, basados en la volatilidad o dispersion, es
decir cual es menos riesgosa. Para evitar la co-
yuntura entre el retorno y el riesgo, se supone
que las distribuciones tienen la misma media:

deF(x)zdeG (x)
Para cualquier dos distribuciones F(x) y G(x),
con la misma media, F(x) domina estocastica-

23 Esto no quiere decir que todos los posibles retornos de G(x) sean mas altos que F(x).
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mente en segundo orden a G(x), si para cada
funcién no decreciente u:i,—i, se tiene:

ju (x)dF (x)Z ju (x)dG (x)

Si para dos loterias que poseen una misma
media, la utilidad esperada con respecto a F
es mayor que con respecto a G, la Unica ma-
nera de que esto sea posible es que primero G
tenga una mayor dispersion alrededor de la
media que F, por lo que podemos considerar a
G mas riesgosa que F y segundo dado la clasi-
ficacion de riesgo de las loterias, la utilidad
esperada de la menos riesgosa es mayor que
la utilidad esperada de la otra, es porque la
funcién de utilidad es concava por consiguien-
te el individuo que realiz6 esta decisién es
averso al riesgo.

Se puede decir que la dominancia estocastica
ayuda a determinar que loterias son mas ries-
gosas y cuales tienen mas retornos, y en cier-
ta forma a valorarlas porque ayudan a deter-
minar los pagos futuros. Ahora si se ve, las
loterias tienen un comportamiento parecido a
un activo financiero riesgoso, ya que la incer-
tidumbre girar alrededor de los pagos futuros.
Siendo este el caso, lo mas acertado para va-
lorar activos riesgosos es el modelo de activos
contingentes Arrow-Debreu, que se presenta-
ra a continuacién.

MODELO ARROW-DEBREU

En general, para determinar cual es el retorno
futuro de un activo se usa un modelo de pro-
babilidades, las cuales no son del todo preci-
sas, ya que son de caracter subjetivo, es decir
cada individuo las calcula de acuerdo a sus
expectativas individuales, provocando que para
un mismo evento dos individuos tengan dife-
rentes probabilidades de ocurrencia y por tanto
el modelo de probabilidades no sea tan aserti-
vo. Para disminuir en algo este problema lo
mejor es trabajar con probabilidades bayesia-
nas 6 probabilidades condicionales. Sin em-
bargo en el afio 1953 y 1964 el profesor Arrow,
y luego en 1959 el profesor Gerad Debreu,
desarrollaron el modelo de activos contingen-
tes elementales.

Este desarrolla un esquema de valoracion en
el cual, la incertidumbre de los pagos futuros
se atan a hechos o escenarios posible deno-

minados estados de la naturaleza. El modelo
funciona bajo el supuesto de arbitraje, y el
horizonte son dos periodos.

Para empezar a comprender el modelo prime-
ro se tiene que definir que es activo contin-
gente, activo Arrow-Debreu, precios Arrow-
Debreu, cartera replica y estados de la natu-
raleza.

Activo Contingente: es aquel activo financiero
para el cual sus pagos se definen como una
funcion de un evento futuro incierto.

Activo Arrow-Debreu: es un activo que paga 1
si hay un determinado estado de la naturaleza
y 0 en caso contrario.

Precios Arrow-Debreu (2,): valoran hoy las uni-
dades de consumo futuras teniendo en cuenta
tanto la incertidumbre de cada estado de la
naturaleza como la valoracion temporal del
dinero.

Cartera Replica: dado un activo o portafolio
riesgoso, la cartera replica permite reproducir
los retornos de ese activo o portafolio riesgo-
so a través de una combinacién entre un acti-
vo libre de riesgo?* y ese mismo activo o por-
tafolio. Es decir, se puede crear una cartera
capaz de reproducir los pagos de un activo ries-
goso pero con una varianza menor.

Estado de la Naturaleza (s): es un evento fu-
turo incierto, para el cual cada activo tendra
un pago. Es decir, la relaciéon es uno a uno,
para cada estado de la natura habra un Unico
pago, y viceversa. A estos estados se les sue-
le dar una probabilidad de ocurrencia (n). Exis-
te un conjunto S que contiene un ndmero fini-
to de estados de la natura.

El modelo matematico se conforma de la si-
guiente manera:

Hay un activo j que en el estado de la natura-
leza s, genera un flujo de caja XY hay un
precio del activo A-D @_.. En ausencia de arbi-
traje el valor del activo sera:

N
V/' = ZI(I)SX‘/'S

24 Activo libre de riesgo se define como aquel activo cuya probabilidad de generar retornos no positivos en casi
nula. El ejemplo mas citado son los bonos del gobierno o tesoreria.
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Es importante anotar que, las probabilidades
de cada estado de la natura no son necesa-
rias, ya que los precios de los activos contin-
gentes son suficientes para valorar cualquier
activo financiero mediante la cartera replica
siempre que existan tantos activos financie-
ros con pagos linealmente independientes
como numeros de estados de la naturaleza,
es decir, que exista un conjunto completo de
activos A-D.

Al considerar cualquier activo j que paga X en
el estado de la natura s, el agente puede re-
plicar dicho pago manteniendo X en s=1,....S.
Para que no haya arbitraje, el costo de la car-
tera replica de activos A-D debe ser igual al
costo del activo j.

El costo de dicha cartera de activos A-D es el
resultado de multiplicar precios por cantidades:

Comunmente la cartera replica se construye a
partir de activos libres de riesgo (bonos cupdn
cero) que pagan 1 al final del periodo, con un
precio:

Si al final del periodo se tiene un titulo por
cada activo A-D, se estd asegurando recibir 1
al final de dicho periodo, y como se adquirid
una cartera replica de un bono cupdn cero que
también entregara 1 al final del periodo, en
ausencia de arbitraje, el costo de la cartera
replica debe ser igual a la suma de los precios
de los activos A-D:

3 1
So,=h-L
s=1

1+r

Habido expuesto el modelo de activos A-D,
ahora se puede analizar las preferencias de
un individuo cuando hay mas de dos estados?s,
llevdndonos al tema de las utilidades estado-
dependientes.

UTILIDADES ESTADO DEPENDIENTES
La definicion de estado de la naturaleza y su
probabilidad permanecen tal y como en el

modelo anterior. Sin embargo se va a limitar a
los retornos que sean positivos?®.

El comportamiento de s se puede expresar
como una variable aleatoria g:s—i, que con-
vierte los estados de la natura en pagos de
dinero, tal que para cualquier:

F()=>F(x)= > m,Vx

{s:g(s)Sx}

Como S es finito posee un vector de pagos
(xl,....xs){ donde x, es el pago no negativo de
s. El conjunto de todas las variables aleato-
rias no negativas es entonces ;.

Descrita la base del modelo se pasa a analizar
las presencias y la representacién de la utili-
dad esperada.

El enfoque se hard en la relacién >sobre el con-
junto de variables aleatorias no-~negativas ;s.
Se define el activo s como la variable aleatoria
que paga 1 si y solo si el estado de la naturaleza
s ocurre (activo contingente), entonces el con-
junto ;s es precisamente el conjunto enlace de

esos activos contingentes.

Aplicando la légica para mostrar la represen-
tacién de las preferencias utilizada anterior-
mente, se tiene:

La relacion de preferencia tiene una repre-
sentacién extendida de la u-ilidad esperada si
para cada seS, hay una funcion u :; , — i, tal
que para cualquier (x1,..u:j.—>i, Y
(X)X eis,:

(s Xg ) (s ) D (x,)2 D o (x)

Esta expresion guarda similitud con la expuesta
en el problema de las loterias, y esto se debe a
que en las loterias se asociaba sus pagos a una
funcion de distribucion al igual que los estados
de la naturaleza, por lo tanto la conclusion es
similar. Un individuo que se enfrenta a dos esta-
dos de la natura con pagos vectores de pagos
diferentes, el criterio que utiliza para saber cual
de ellos es mas beneficioso es el de la utilidad
esperada, el cual le dice que el preferird un vec-
tor de pagos a otro si y solo si la utilidad espe-
rada de ese vector es mayor o igual a la utilidad
esperada del otro vector.

25 En los casos anteriores de utilidad esperada el modelo hacia referencia hacia un solo estado.
26 Un individuo no tendria incentivo en escoger una canasta que le proporcione un pago negativo, es decir una

perdida de riqueza.
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Hasta ahora se ha mostrado como un agente
resuelve el problema de eleccién cuando se
encuentra en un ambiente de incertidumbre.
De ahora en adelante se tiene que especificar
de qué tipo de agente econdmico se estd ha-
blando, y para la economia financiera el agen-
te representativo de los modelos es el inver-
sionista. Para empezar a comprender el com-
portamiento del inversionista bajo incertidum-
bre se utilizara el trabajo de Jack Hirshleifer.

DECISIONES DE INVERSION BAJO INCER-
TIDUMBRE

En la economia comUnmente se habla de dos
tipos de agentes familias y firmas, sin embar-
go desde el momento en que las familias deci-
den ahorrar o las firmas en invertir, o en am-
bos casos adquirir deuda, su comportamiento
empieza a regirse por el comportamiento de
una tasa de interés. En cualquiera de los ca-
sos, se hace un sacrifico en el presente espe-
rando un beneficio futuro, para el caso de in-
certidumbre seria un sacrifico cierto con el fin
de obtener un beneficio incierto, entonces cual-
quier agente que presente este tipo de com-
portamiento es un inversionista.

La dinamica en la cual el inversionista realiza
este sacrifico comienza con la decisidon por
parte del agente acerca del consumo. Luego
de acuerdo con su funcién de inversion decidi-
ra si es prestamista o prestatario.

Existe una economia de dos periodos (t=0,1),
en el periodo 1 se da uno de los dos siguientes
estados de la natura s=1,2 y cada uno tiene
una probabilidad de ocurrencia nl,n2. El agente
escoge un consumo en el periodo 0 ¢, y un
consumo incierto en el periodo 1 cl=cl
(¢,,,C,,im,m,). El inversionista posee una fun-
cion de utilidad esperada estado-dependiente
u(c,,C,) que le sirve primero para determinar
gue canasta escoge cuando se presenta el es-
tado de la natura 1 o0 2, y segundo para deter-
minar su nivel de consumo en el tiempo, es
decir, determinar su preferencia por consumir
hoy 6 mafnana. Al igual que en cualquier pro-
blema de consumo en certidumbre el agente
maximiza su utilidad de acuerdo con su res-
triccion presupuestal dada por la siguiente
expresion:

(1+r)c0 +¢ = (1+r)y0 +7,

Para empezar con la maximizacién primero el
inversionista debe escoger que canasta con-
sumird en el momento que se presente alguno

de los estados de la naturaleza. De la misma
manera que el agente tiene una preferencia
por el tiempo, tiene una preferencia por algu-
no de los estados de la natura, por ejemplo si
n>m, el agente deseara tener una mayor nivel
de consumo en ese estado ya que es el mas
probable que suceda, sin embargo el agente
podrd consumir lo mismo en los dos estados
si para el estado de la natura 2 se le agrega
una loteria que de alguna manera le equipare
las probabilidades de ocurrencia entre los es-
tados. Para el caso en que las probabilidades
sean iguales el agente tendra el mismo nivel
de consumo en los dos estados, c,,=c,,, den-
tro del plano de mapas de curvas de indife-
rencia esta caracteristica esta representada por
una linea de 45 grados. En cada punto de esa
linea, los niveles de consumo para cada esta-
do seran iguales de la misma manera que las
probabilidades de ocurrencia de los estados
de la natura, para cualquier nivel de utilidad
esperada.

Siguiendo con el caso especifico n>n,, lo se-
gundo que debe hacer el agente es maximizar
su utilidad esperada en relacién con sus pre-
ferencias intertemporales, sujeto a su restric-
cidon presupuestal, por las condiciones de pri-
mer orden se tiene:

ou

s =94 21
Ou

oc,

El agente maximizara su utilidad esperada
siempre y cuando la tasa a la que desea cam-
biar consumo presente por consumo futuro,
sea igual a la tasa efectiva a la que se pude
cambiar, la tasa de interés. En el caso en que
la TMS sea mayor que la tasa de interés, el
agente reducira el consumo en el futuro au-
mentado el presente, reduciendo la TMS has-
ta el punto que sea igual a la tasa de interés,
para el caso en el que la TMS sea menor, sera
lo contrario.

Sin embargo, se supone que el agente ade-
mas de consumidor a su vez es propietario de
una firma, la cual tiene una funcién de pro-
duccion. Brinddndole la posibilidad al agente
de inferir una curva de inversion. Se tiene una
funcién de produccién neoclasica, con dos fac-
tores: trabajo y capital. Para el analisis ten-
dremos un factor fijo, el trabajo. En una eco-
nomia de dos periodos la firma se concentra
en decidir si utiliza todo o alguna parte de su
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capital hoy, 6 rentarlo a una tasa de interés
hoy para recibir los pagos mafiana. En ese
sentido la empresa maximizara su funcién de
inversion cuando la tasa de transformacién
técnica sea igual a la tasa de interés, en otras
palabras, la inversién de un agente se maxi-
miza cuando la tasa a la que él desea alquilar
capital sea igual a la tasa de interés?’:

o
Ok,
of
ok,

TMST = =1+r

Si la TMST es mayor que la tasa de interés, a
la firma se saldrd mas barato alquilar capital,
mas de lo que ella esperaba, por lo tanto in-
crementara su stock de capital hoy, disminu-
yendo la acumulacion en el futuro. Por otro
lado, si la TMST es menor que la tasa de inte-
rés, la firma podra prestar su capital a una
tasa mas alta de lo que ella desea, reduce su
stock de capital hoy para prestarlo a una tasa
de interés, con el objetivo que en el siguiente
periodo pueda aumentar su capital en (1+r).

Si se supone que existe un solo bien, y se lo
define como numerario, es decir, que el capi-
tal se puede expresar en funcion del bien, se
puede integrar dentro de un mismo plano las
decisiones del agente que es consumidor y su
vez posee una firma.

Entonces, ahora si el inversionista, tendra que
resolver el problema del capital y del consumo
simultdneamente sujeto a una tasa de inte-
rés. La condicién para maximizar tanto la fun-
cién de utilidad como la inversion, es la si-
guiente:

TMS = TMST =1 +r
Es decir, la tasa a la que el inversionista desea
prestar o pedir prestado debe ser igual a la
tasa a la cual él desea cambiar consumo futu-
ro por presente y a su vez a la tasa de interés.

Para una mejor explicacién se supone que el
agente ya se encuentra en el punto de eficien-
cia dentro de su curva de inversion, es decir
que su TMST es igual a la tasa de interés. Si

TMS es menor que la tasa de interés, el indivi-
duo en el punto de eficiencia consumira c,, sin
embargo dado su mapa de curvas de utilidad
¢l desea consumir menos, ¢’, para poder in-
vertir en el mercado financiero ¢,-c”,, con un
retorno de 1+r y consumir mas en el mafiana,
es decir nuestro inversionista es un presta-
mista. Para el caso contrario, cuando la TMS
es mayor a la tasa de interés, en el punto de
eficiencia el inversionista consumira c,, pero
dadas sus preferencias inter temporales el de-
sea consumir ¢, para ello el inversionista de-
berd ir al mercado financiero y pedir prestado
c",-C,a una tasa de 1+r, en este caso el inver-
sionista es prestatario.

En conclusién el anterior modelo ayuda a iden-
tificar en que momento es mejor para un indi-
viduo prestar 6 pedir prestado, decisiéon que
se basa en el nivel de la tasa de interés. Lle-
vando estos conceptos un poco mas lejos se
puede decir que el agente se puede endeudar
en el mercado financiero a una tasa de interés
libre de riesgo?® al igual que invertird su dine-
ro esperando recibir como minimo esa misma
tasa. Es aqui donde se introduce todo el ana-
lisis de la teoria del portafolio ya que permite
determinar cual es la mejor forma de utilizar
la riqueza en el mundo de las finanzas.
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