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RESUMEN

En los dltimos afios, el comportamiento bosénico que un sistema de fermiones puede
exhibir ha despertado el interés de los fisicos. En este trabajo, se adopta un enfoque
basado en estructuras producto tensorial y se asume una ontologia de propiedades para
argumentar en favor de la relatividad de la nocién de identidad estadistica y en favor de

una interpretacién realista del comportamiento trans-estadistico.
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ABSTRACT

In recent years, the bosonic behavior that a many-fermion system can exhibit has raised
interest among physicists. In this paper, an approach based on tensor product structures
is taken and an ontology of properties is assumed to argue for the relativity of the notion

of statistical identity and for a realistic interpretation of trans-statistical behavior.

Keywords: philosophy of physics; virtual particles; composite bosons; ontology of prop-

erties; tensor product structure.

1. INTRODUCCION

Seguin la mecanica cuantica, los sistemas compuestos por particulas idénticas son
fermiones o bosones de manera mutuamente excluyente. No obstante, en ciertas
circunstancias, pares de fermiones pueden comportarse como bosones compuestos,
denominados cobosones. En general, en el ambito de la fisica, se considera que este
comportamiento no puede interpretarse de manera realista, sino que es una mera
descripcion basada en modelos idealizados y, por ende, aproximados. Este articulo
defiende la idea de que el comportamiento bosénico que puede exhibir un sistema
de fermiones puede ser interpretado de modo realista si se asumen ciertos
compromisos ontologicos. Para ello, se utilizara: (1) un sencillo modelo de juguete
que emplea distintas particiones del espacio de Hilbert, también denominadas
estructuras producto tensorial (TPS por sus siglas en inglés), a partir del cual se argumenta
que la identidad estadistica (fermiénica o bosonica) de un sistema compuesto por
particulas idénticas es relativa al TPS; y (2) una ontologia de propiedades donde los
sistemas cuanticos son vistos como cumulos de propiedades posibles, sin
condiciones de identidad propias de objetos individuales. La estructura del articulo
es la siguiente: La Seccién 2 introduce al lector en una caracterfstica cuantica
denominada indistinguibilidad, que determina la identidad y comportamiento ante
permutaciones de los sistemas cuanticos. La Secciéon 3 aborda el fenémeno del
comportamiento trans-estadistico y su interpretacion convencional en el ambito
fisico. La Seccion 4 presenta brevemente algunos resultados del enfoque basado en
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TPSs que varios autores han desarrollado en afios recientes, enfoque en el que esta
propuesta busca inscribirse. Ia Secciéon 5 propone una version en formalismo de
espacios de Hilbert del modelo de juguete, sugiriendo la relatividad de la nocioén de
identidad estadistica con respecto al TPS. La Seccion 6 ofrece una visiéon general de
los desafios ontolégicos que plantea la mecanica cuantica e introduce la ontologia
de propiedades posibles, inspirada en el formalismo algebraico. Finalmente, la
Seccién 7 presenta una version en formalismo algebraico del modelo de juguete de
la Secciéon 5, mostrando con mayor claridad la pertinencia de una ontologia de
propiedades para explicar el comportamiento trans-estadistico de manera realista.

2. INDISTINGUIBILIDAD CUANTICA Y
COMPORTAMIENTO ESTADISTICO

El comportamiento estadistico de los sistemas cuanticos, cuyos subsistemas poseen
propiedades idénticas, difiere significativamente del de sus contrapartes clasicas. Por
razones que se explicaran a continuacion, este comportamiento cuantico se basa en
la premisa de que los subsistemas cuanticos del mismo tipo son indistinguibles. La
mecanica estadistica surge para explicar el comportamiento de sistemas complejos
cuyas propiedades macroscopicas se derivan de los estados de sus subsistemas.
Tomemos, por ejemplo, un volumen de gas a una determinada temperatura, la cual
esta relacionada con la energfa cinética de sus moléculas. Dado que es inviable
obtener informacién sobre el estado individual de cada subsistema, se recutrre a
métodos estadisticos. Estos métodos presuponen que todas las posibles
distribuciones de los subsistemas entre los diferentes estados tienen la misma
probabilidad. En el siguiente ejemplo, estas distribuciones de subsistemas entre

estados posibles se denominarin "complexiones". Considérese dos subsistemas S,
y S;, y dos posibles estados |‘P1> y |‘P2> Si los subsistemas son clasicos, se

obtienen las siguientes complexiones (Fortin & Lopez 2016):

(1) S, v S, se encuentran ambos en el estado |‘Pl> .
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(2) S, se encuentra en el estado |‘P|> y S, en el estado |‘P2>
(3) S, se encuentra en el estado |‘P1> y §, en el estado |‘P2>

(4) S, v S, se encuentran ambos en el estado |‘P2>

Es importante seflalar que al tomar la complexiéon (2) y permutar los
subsistemas entre los estados (o, de manera equivalente, permutar los estados entre
los subsistemas) se obtiene la complexién (3). La estadistica que surge al considerar
que las permutaciones de subsistemas resultan en diferentes complexiones es
conocida como la distribucion de Maxwell-Boltzmann y se utiliza en el contexto
clasico.

Considérese ahora el caso de subsistemas cuanticos, en particular, particulas

de espin entero o bosones. Se obtienen las siguientes complexiones:

(1) Ambos sistemas se encuentran en el estado |‘P1> .
(2) Un sistema se encuentra en el estado |\P1> y el otro en el estado |‘P2> .

(3) Ambos sistemas se encuentran en el estado |‘P2>

Debe notarse que para subsistemas cuanticos no tiene sentido conservar las
etiquetas S, y ;. Esto se debe a que, a diferencia del caso clasico, al tomar la
complexion (2) y permutar subsistemas, no se obtiene una complexién distinta que
deba ser contabilizada estadisticamente. Contrario a lo que se podria esperar,
permutar subsistemas cudnticos del mismo tipo no tiene consecuencias
observacionales. Esta particularidad de los subsistemas cuanticos se refleja en lo que
se denomina postulado de indistinguibilidad. (Ply) (se le afiade la especificacion
estandar porque mas adelante se presentara una version del PI centrada en los
observables y no en los estados):

Pl Si el vector |l//> representa el estado del sistema compuesto

cuyos subsistemas son indistinguibles, entonces el valor medio de
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cualquier observable representado por un operador O debe ser el

mismo para |l// > y para cualquier permutacion |l//’>

PL: (y'|O|w')=(y|O|y) siendo |p')=Ply) (1)

Donde P es un operador de permutacion genérico (ver Butterfield 1993).
Este postulado llevé a algunos de los padres fundadores de la mecanica cuantica,
como Born y Heisenberg, a considerar que los sistemas cuanticos pueden
comportarse como entidades no individuales. En efecto, entre sistemas cuanticos
puede existir una diferencia meramente numérica, incluso cuando todas sus
propiedades sean indistinguibles. Si existiera identidad numérica entre ellos (es decir,
si fueran el mismo objeto), solo se habrfan contado dos complexiones en el ejemplo
anterior. Si los sistemas poseyeran al menos algunas propiedades distinguibles,
deberfamos haber contado cuatro complexiones, como sucede en el caso clasico.
Sin embargo, la ley estadistica aplicable a bosones nos lleva a contabilizar solo tres
complexiones en nuestro ejemplo. Es imperativo aceptar que, en el contexto
cuantico, sistemas indistinguibles pueden ser numéricamente distintos, lo que resulta
en una violacién del principio de identidad de indiscernibles de Leibniz. Este
principio, formulado en la metafisica clasica, sirve como criterio de identidad
numérica para sistemas clasicos que poseen condiciones de identidad que los
definen como objetos individuales.

ILa estadistica cuantica mencionada en el ejemplo anterior es conocida como
estadistica de Bose-Einstein. De ahi que las particulas de espin entero que siguen
esta ley estadistica se denominen “bosones”. Correspondientemente, diremos que
sistemas indistinguibles que se rigen por esta ley tienen identidad estadistica
bosoénica (utilizando aqui la nocién de identidad en términos de identidad cvalitativa).
No obstante, es esencial sefialar que esta no es la unica estadistica aplicable a
sistemas cuanticos. Las particulas de espin semientero, o fermiones, estan regidas
por el principio de exclusiéon de Pauli, que prohibe que dos o mas particulas
coexistan en el mismo estado. Para estas particulas, la unica complexién posible en
nuestro ejemplo de sistema compuesto por dos subsistemas y dos estados es:

(1) Un sistema se encuentra en el estado |\I’1> y el otro en el estado |‘I’2> .
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Los fermiones obedecen la estadistica conocida como Fermi-Dirac, de la
cual derivan su nombre. Diremos que sistemas indistinguibles que acatan esta ley
estadistica tienen identidad estadistica fermibdnica (en el sentido de identidad
cualitativa). La diferenciacion entre los dos tipos de identidad estadistica (fermi6nica
y bosénica) en el contexto cuantico se debe al hecho de que Plst se cumple

unicamente en estados simétricos |w5> o antisimétricos |l// A) respecto a los
operadores de permutacion. Ambos tipos de estado son autoestados de los posibles

operadores de permutacioén, con autovalores (1) y (—1) respectivamente. Esto es:

P|‘//s>:|'//s>

@)
P|WA>:_|WA>

Por la naturaleza del formalismo, se aclara el principio de exclusion
mencionado previamente, introducido en sus inicios para explicar la distribucién de
electrones entre diferentes niveles de energfa en la estructura atémica. Debido a esto,
se incorpord al formalismo de la mecanica cuantica un postulado adicional: el
postulado de simetrizacién (PS). Este postulado representa una restriccion ad hoc
sobre el conjunto de estados posibles que el formalismo admite para sistemas con
subsistemas indistinguibles, garantizando en estos, la satisfaccion de Pls. PS puede
formularse (Fortin & Lombardi 2021):

PS: Un sistema de multiples particulas idénticas debe ser
representando por un estado cuantico totalmente simétrico (bosones)
o por uno totalmente antisimétrico (fermiones), donde la simettia o
antisimetrfa queda definida en términos de los operadores de

permutacion P .

') =Ply)==%|y) 3)
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Para obtener estados simétricos |Ws> o antisimétricos |l// A) deberan

aplicarse respectivamente operadores de simetrizacion S o antisimetrizaciéon 4 a

un estado genérico |l//>

Sly)=lws)

4)
Aly) =|w.,)

Basandonos en lo expuesto hasta ahora, parece logico interpretar que la
identidad estadistica de un sistema compuesto esta predeterminada de manera
absoluta en un nivel mas fundamental que el directamente descrito por el
formalismo de la mecanica cuantica. Esto se debe a que es necesario afiadir al
formalismo una restriccién especifica: simetrizar el estado o, alternativamente,
antisimetrizar el estado. Dicho de otra manera, parece que para abordar la nocién
de identidad estadistica es preciso incorporar ad hoc un postulado que complemente
al formalismo y lo alinee con el comportamiento estadistico efectivamente
observado. Claramente, con esta interpretacion, resulta complicado aceptar
cualquier tipo de trans-estadistica en un sentido realista, ya sea en términos de
identidad o comportamiento. Sin embargo, como se mostrard mas adelante, la
argumentacion que se desarrollara en este articulo busca desafiar esta interpretacion,
relativizar la nocion de identidad estadistica y permitir una comprension realista del
comportamiento trans-estadistico.

3. EL COMPORTAMIENTO TRANS-ESTADISTICO

En esta exposicion, se denomina “comportamiento trans-estadistico” a un
fenémeno particular que ha capturado la atencion de los fisicos durante varias
décadas. Se refiere al hecho de que, en determinadas circunstancias, un sistema de
fermiones muestra, inesperadamente, un comportamiento estadistico bosénico. Se
sostiene que pares de fermiones pueden comportarse como bosones compuestos,
también llamados cobosones. Es importante sefialar que no nos referimos a los
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casos ya conocidos en los que se observa una interacciéon nuclear fuerte entre
fermiones, como en un conjunto de protones y neutrones (particulas de espin
semientero) que interactian mediante la fuerza nuclear fuerte para formar un nicleo
atémico. Por ejemplo, dos protones y dos neutrones pueden conformar un nucleo
de Helio-4. Estos nutcleos atémicos son sistemas compuestos que pueden
manifestar comportamiento bosonico empiricamente verificable, como la
superfluidez (Brooks & Donnelly 1977).

Por otro lado, el comportamiento trans-estadistico no se deriva de la
interaccion nuclear fuerte entre fermiones, y por lo tanto, cada subsistema puede ser
dindmicamente independiente. Esta caracteristica hace que el fenémeno sea
tebricamente intrigante, ya que, segun el postulado de simetrizacion, el estado de un
sistema compuesto debe ser simetrizado o antisimetrizado ab initio, mientras que la
ley dinamica de la mecéanica cuantica no permite que un estado simétrico evolucione
hacia un estado antisimétrico y viceversa. La simetria o antisimetria del estado de un
sistema compuesto aislado debe mantenerse en cualquier evolucién dinamica
unitaria. Law (2005) abord6 este fenémeno y descubri6 que el grado de
entrelazamiento entre fermiones determina hasta qué punto un sistema de
fermiones actia como un sistema de cobosones, y que las interacciones no son
esenciales. Si existen, simplemente intensifican las correlaciones cuanticas, que si
parecen ser cruciales para el surgimiento del comportamiento bosénico.
Posteriormente, Chudzicki ez a/, (2010) y Tichy e al (2014) lograron una
generalizacién del enfoque de Law usando operadores de creacién y destruccion.
Este fenémeno también es relevante debido a sus aplicaciones en areas como el
procesamiento de informacién cuantica (Gigena & Rossignoli 2015), los
condensados de Bose-Einstein (Avancini ¢f a/. 2003; Rombouts ¢ a/. 2003), los
excitones (Combescot & Tanguy 2001), los pares de Cooper en superconductores
(Belkhir & Randeria 1992) y las moléculas de Wigner confinadas (Cuestas ez al. 2020).

Generalmente, en el campo de la fisica, se tiende a aceptar que el
comportamiento trans-estadistico no puede interpretarse de manera realista. La
interpretacion predominante sostiene que atribuir un comportamiento bosénico a
un sistema de fermiones es simplemente una descripcion empiricamente adecuada,
que se basa en el uso de modelos idealizados y, por ende, inherentemente
aproximados (ver, por ejemplo, Tichy es al 2014). Para ilustrar este punto,
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consideremos el movimiento perpetuo que se infiere de los modelos utilizados para
analizar péndulos. Los fisicos entienden que un movimiento perpetuo no es
esperable en un péndulo real, que solo se comporta de manera aproximada en
relacién con el modelo ideal. De manera similar, el comportamiento bosénico de un
sistema de fermiones pertenece, en un sentido estricto, a un modelo ideal y se aplica
a sistemas reales solo de manera aproximada. Designar como comportamiento
bosénico al comportamiento de un sistema de fermiones es simplemente una
descripcion util. Esta interpretacion se ve respaldada por estudios previamente
mencionados que relacionan el comportamiento trans-estadistico con el grado de
entrelazamiento entre los fermiones de cada par. Asi, el comportamiento bosénico,
en un sentido estricto, serfa viable solo en una situacién ideal donde el grado de
entrelazamiento es total, es decir, cuando K =M , donde Kes el numero de
Schmidty M es el nimero de modos que contiene la descomposicion de Schmidt
del estado (ver Law 2005). Se considera, por lo tanto, que el comportamiento
estadistico de un sistema de fermiones se asemeja al comportamiento bosénico,
pero sin ser bosonico en un sentido estricto. La transiciéon de un comportamiento
estadistico a otro se entiende, entonces, como una mera descripcion util sin referente
in re. De manera consecuente, el estatus ontolégico de los cobosones se ve
disminuido. Se les considera como particulas virtuales o cuasiparticulas, no
comparables con los bosones convencionales, que se asumen como elementales.

4. EL ENFOQUE TPS

Una Estructura Producto Tensorial (TIPS, por sus siglas en inglés) es una forma
especifica (entre varias posibles) de factorizar o dividir el espacio de Hilbert, que
representa un sistema, en subespacios que representan a sus subsistemas. A modo

de ejemplo, considérese un sistema U con Hamiltoniano asociado H vy
autoestados |N> tales que H, |N> =F, |N> , donde E,; son los valores posibles
del observable energfa. Los autoestados |N > constituyen una base que genera el

espacio de Hilbert J(,, representante del sistema U , y en el cual se pueden definir
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los estados posibles |!//> de U. Supongamos que es posible factorizar los
autoestados |N> por medio del producto tensorial |ml> ®|mu‘> = |N> Esta forma
de descomponer |N > , induce a pensar que el sistema U estd compuesto por dos
subsistemas con estados |ml> y |mii>. Bajo ciertas condiciones es posible definir
un operador H, que haga de Hamiltoniano de la primer particula de modo que los
vectores |ml> son autoestados de dicho operador, de modo que H, |ml> =e, |m1>
mientras que los vectores |mii> son autoestados del operador H; de modo que
H, |ml.l.> =e, |ml.l.>, siendo H,® 1, +1, ® H, = H, (para simplificar se asume
que en esta descomposicion no hay interaccion). Consecuentemente, los valores de
energfa e, y e, son tales que e, +e, =E,. Los autoestados |ml> y |mﬁ>
generan respectivamente los subespacios I y I(; de modo que I(; ®IC, = I(, .
El subespacio J(; representa al subsistema S, y el subespacio J(; al subsistema S,

de modo que S, US, =U. De esta manera, una estructura producto tensorial

representa un modo, entre muchos matematicamente posibles, de descomponer un
sistema en subsistemas.

De manera analoga, si en lugar de centrar la atencion en el estado se pone
el foco en los observables como hace el formalismo algebraico, es posible

descomponer un sistema en subsistemas descomponiendo el algebra de observables

que lo representa en subalgebras. Considérese un sistema U con observables O,

que forman un édlgebra @, de modo que O, € G, . En este formalismo, el estado

del sistema se representa por un funcional p que actia sobre los operadores tal que
p= | l//> <l//| . Se propone ahora una particiéon ¢, = v ¢, del dlgebra ¢, tal que
para cada O, €@, sedaque O, =0, Q1 +1, &0, siendo I, e I, operadores
de identidad. Los obsetvables O, forman la subilgebra @ incluidaen O, (@ @,

) de modo que O, € @, mientras que los observables O, forman la subalgebra €

i
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incluida en @, (6, ©@,) de modo que O, €G,. Finalmente, la subilgebra ©

define al subsistema S, y @, al subsistema S, de modo que S, U S, =U.

En este articulo, se denomina “enfoque TPS” a una linea de investigacion
desarrollada por diversos autores, quienes han examinado la relatividad de ciertas
nociones estrechamente ligadas al formalismo cuantico en relaciéon con la
especificacion previa de una estructura producto tensorial para un sistema. Asi,
conceptos como el entrelazamiento o entanglement de los estados cuanticos o la
separabilidad entre subsistemas han sido reconsiderados desde esta perspectiva con
resultados notables. Harshman y Wickramasekara (2007) enfatizaron la diversidad
de TPSs que un sistema puede tener, destacando aquellas que permiten que cada
subsistema sea sometido tanto a transformaciones globales de simetrfa como a
transformaciones dinamicas. Estas son denominadas por los autores como TPSs
“invariantes ante simetrias” y “dinamicamente invariantes”. Estas TPSs son de
especial interés porque los subsistemas definidos por ellas respetan las simetrias del
grupo de Galileo y tienen una evolucién dinamica unitaria.

Por su parte, Earman (2015), utilizando el formalismo algebraico, enfatizé
en la relatividad y hasta en la ambigiiedad de la nocién de entanglement. Segin él, el
entanglement del estado de un sistema, definido por su algebra de observables, es
necesariamente un enfanglement en relaciéon con una descomposicion del algebra en
subalgebras. Un estado cuantico puede estar entrelazado en relaciéon con una
descomposicion especifica y ser factorizable en relacién con otras. Sin un criterio
que defina qué descomposiciones deben ser preferidas, la nocion de entanglement,
segin Farman, permanece ambigua.

Zanardi (2001) y Dugi¢ y Jekni¢ (2008) se centraron en la relatividad de la
nocion de separabilidad entre subsistemas. Zanardi intent6 evitar la ambigiiedad de
la nociéon de separabilidad eligiendo aquellas subalgebras de operadores que
representan un conjunto de observables operacionalmente accesibles. Estos
representan subsistemas “reales” en contraposicion a subsistemas “virtuales”, cuyos
observables no podrian ser medidos. Dugi¢ y Jekni¢ buscaron criterios para
distinguir entre subsistemas “reales” y “virtuales” desde el enfoque de la
decoherencia cuantica y de la informacién cuantica. Sin embargo, reconocen que no
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solo la nocién de separabilidad entre subsistemas, sino también la nocién misma de
sistema deberia ser relativizada.

La intrigante pregunta sobre la naturaleza de los sistemas (what is a system?
2000), planteada por Dugi¢ y Jekni¢, podria surgir al llevar el enfoque TPS mas alla
del ambito puramente fisico, considerando sus implicaciones ontolégicas. Este
articulo propone abordar la cuestion de la naturaleza de los sistemas de la siguiente
manera: ;Son los sistemas fisicos entidades individuales o, al menos, objetos con
condiciones de identidad claras, de manera que la eleccién de TPSs no solo sea
matematicamente viable sino también fisicamente relevante? ;O es posible que los
sistemas fisicos carezcan, incluso a nivel ontolégico, de condiciones de identidad
que permitan encontrar criterios fisicos para seleccionar la particién adecuada? Mas
adelante, este articulo defendera la idea de una equivalencia entre las diferentes
formas de particionar el espacio de Hilbert, basindose en una ontologia de
propiedades posibles para sistemas cuanticos. A través de un modelo del
comportamiento trans-estadistico que se introduce a continuacion, se examinara la
equivalencia entre una particiéon que “separa” fermiones ordinarios y otra que
“separa” bosones compuestos o cobosones.

5. UN MODELO DE JUGUETE

En esta seccion, proponemos un modelo de juguete para cuatro fermiones y dos
cobosones, que puede generalizarse facilmente a cualquier nimero par de
termiones. Descompondremos un sistema utilizando dos TPSs distintas. A través del
primero, se derivaran subsistemas con identidad fermionica, y mediante el segundo,
subsistemas con identidad bosoénica. Es importante sefialar que, a diferencia de los
modelos utilizados en estudios fisicos previamente mencionados, nuestro modelo
no se basa en un contexto experimental para evaluar las condiciones de la trans-
estadistica. En cambio, explora una posibilidad inherente en la formulacion
matematica de la teorfa. Como se mostrara, una de las fortalezas del modelo podria
ser su capacidad para determinar la identidad fermidnica o bosénica de un sistema
total sin necesidad de alterar su estado de acuerdo con las exigencias del postulado
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de simetrizacién (PS). Sugerimos que este modelo indica un nuevo hallazgo dentro
del enfoque TPS: no solo las nociones de entanglement y separabilidad son relativas a
la especificacién previa de la particién, sino que también la nociéon de identidad

estadistica de un sistema compuesto se vuelve relativa a la TPS desde esta perspectiva.

5.1 ESTRUCTURA PRODUCTO TENSORIAL ALFA
(TPS O PARTICION A)

Considérese un sistema U asociado a un Hamiltoniano H con autoestados |N >

que generan un espacio de Hilbert JC. Los estados posibles |l,V> € JC del sistema

U pueden escribirse en general como:
[v)=2ex|N) ®
N

En este modelo, el sistema estd compuesto por cuatro particulas de spin 72
que no interactian entre si, por lo que hay una particién automaticamente definida

que se llamara TPS A (alfa). Para explicitar esto, se factorizan los autoestados |N >

ny)

y |n4> son los autoestados de los Hamiltonianos H,, H,, H, y H, de cada

por medio del producto tensorial |n1> ® | n2> ®|n3> ® | n4> = N .Donde |n1> ys

patticula respectivamente y generan los subespacios J(, I, I y I, de
modoque J( ® I, ®I( ® I, = I, . El subespacio I representa al subsistema

S,, el subespacio J(, al subsistema §,, el subespacio J(; al subsistema S, y el

subespacio J(, al subsistema §,, de modo que S, US,US;US,=U. Los
n);

los estados posibles |l//2>ESC2 del subsistema S, se escriben como

estados posibles |l//1> € J(, del subsistema S, se esctriben como |'//1> = chl
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n2>; los estados posibles |l//3> € I(; del subsistema S; se escriben

|l//2>:zc”2

como |ly3> = ch3
3

n3> y los estados posibles |l//4> € J(, del subsistema S, se

n4>. Los estados posibles |l//> € JC del sistema U pueden

escriben |l//4> = ch4
74

ahora reescribirse del siguiente modo:

|l//> = z c”la"z S13,1y

7y, 1y 13,1y

n1>®|n2>®|n3>®|n4> ©)

Se define ahora una primera serie de operadores de permutacién que

intercambien los estados de solo dos de los subsistemas:

Pysy|N) =|n,) ®|m)®|n,) ®|n, )
Pys|N)=[ny) ®|n,) ®[n,)®|n,)
Py |N) =[n,) ®|n,) ®|n,) ®[n,) %
By | N) =|n,) ®|n;) ®|n, ) ®|n, )
B |N)=|n)®|n,)®|n,)®n,)
By |N)=[n) ®[n,) ®[n,) ®n,)

Como los subsistemas S, S,, S; y S, son fermiones. Entonces el estado

|§//> del sistema total U debera ser antisimétrico frente una permutacion. Esto es
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Pysslw)=—lv)
Pyulw)=-lw)
Pou|w)=—|w) ®)
Baulw)=-lw)
Bunlw)=-lw)
Boslw)==lw)

Para asegurar que el estado |l//> sea completamente antisimétrico, se debera

antisimetrizar el estado |l//> por medio de un operador de antisimetrizacion

1
A=—>"+P,
N4 )

que se construye a partir de todos los operadores de permutacién P, , los
definidos en (7) junto a otros permutadores de segundo y tercer orden (ver detalles

en Ballentine 1998). De este modo, A4 que permite antisimetrizar |l//> para obtener
el estado antisimétrico |l,// A) que asegura la identidad fermiénica de los subsistemas

S, S,, 8, v S, del sistema compuesto U . Asi,

Aly)=lv,) (10)

Y asf satisfacer al postulado de indistinguibilidad Pl (ec. 1), como es de

esperar de un sistema de particulas indistinguibles

PL: (y'|O|y'y=(w|O|y) siendo |y')=P|y)

) (11)
(w,|PIOP,|w ) =(£1) (v, |Olw,) =(v.|Olv,)
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Donde P, representa a cualquier operador de permutacién. Como puede

apreciatse, los autovalores (1) o (—1) elevados al cuadrado tienen efecto neutro.

5.2 ESTRUCTURA PRODUCTO TENSORIAL BETA (TPS O PARTICION B)

Considérese al mismo sistema U asociado al mismo un Hamiltoniano H con los

mismos autoestados |N > que generan un espacio de Hilbert I . Se define ahora

una nueva particion TPS B (beta) factorizando los autoestados |N > de un modo

distinto al que se realiz6 en la TPS A, ahora se utiliza el producto tensorial
|mi>®|mii> =N de modo que |m,> =|n1>®|n2> y |mﬁ> =|n3>®|n4>. Las bases
|mi> y |mii> generan respectivamente los subespacios J(; y J(; de modo que
IC ®IC, =3I, . El subespacio I(; representa al subsistema S, y el subespacio IC,

al subsistema, de modo que S, US, =U . Dado que

. |mi>:|nl>®|n2>> se da que I =I(®I,, por tanto

S =8 US,.
. |mii>:|”3>®|n4>> se da que I, =3®I,, por tanto
S, =5,U8§,.

Lo que establece una clara correspondencia entre ambas particiones. Los

estados posibles |l//i> € I, del subsistema S, se escriben como |l,yl.> = Zcm, |ml>

y los estados posibles |l//l.l.> € J(, del subsistema S, se escriben |l,//ii> = Zcmﬁ mii>
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. Los estados posibles |l//>€3‘€ del sistema U pueden ahora reescribirse del

siguiente modo:

W)= Com [m)®|m,) (12)

m;,m;

En este caso es posible definir un unico operador de permutacion

correspondiente a la TPS B:

P_|N)=|m;)®|m,) (13)

-

Dado que |ml> = |nl>®|n2> y que |mﬁ> =|n3>®|n4> existe también una
correspondencia entre el operador P, y uno de los operadores de permutacion de

la TPS A. A saber

n—i

F, '|N>:|mii>®|mi>=|n3>®|n4>®|n1>®|n2>=P3214Ff432|N> (14
Por tanto,

F= P3214Pl432 (15)

Al considerar la particién A, se consider6 que los subsistemas S, S,, S, y
S, son fermiones y por ello se antisimetrizé el estado del sistema U para obtener
|l// A) . Sin abandonar, en lo que sigue, dicha suposicion, véase como actia el

sobre el estado antisimétrico |l// A> .

operador P,

ii—i

Bi—i|WA>:P3214R432|‘//A>:|‘//A> (16)

271



Pasqualini, Matfas & Fortin, Sebastian

Este resultado es relevante ya que el mismo estado |l// A> resulta simétrico
respecto al operador P, ;. De este modo, la notacién que introduce el subindice .4

cuando el estado es antisimétrico (|§// y >) y el subindice S cuando es simétrico (| Ws>

) resulta insuficiente porque este ejemplo muestra que el mismo estado puede ser
simétrico o antisimétrico dependiendo de qué TPS se tome. En efecto, en nuestro
ejemplo, el estado del sistema es antisimétrico si se analiza desde la TPS A pero es
simétrico si se analiza desde la TPS B, es decir

‘ ‘/’A(TPSA)> = ‘ V/S(TPSA)> 17

Esto significa que precisamente pot haber asumido que los subsistemas S,
, 8,, 8, v S, delaparticién A son fermiones se debe admitir que los subsistemas

S,y S, dela particién B se pueden identificar como bosones.

5.3 LA RELATIVIDAD DE LA NOCION DE IDENTIDAD ESTADISTICA
Y EL ESTATUTO ONTOLOGICO DE LOS COBOSONES.
CONCLUSIONES PARCIALES

El resultado antetior lleva a decir que el sistema U respecto a la TPS A es un sistema
fermidnico y, al mismo tiempo, que el sistema U respecto a la TPS B es un sistema
bosénico, sin necesidad de modificar su estado (ie. sin volver a aplicar PS para
obtener la identidad bosoénica). El modelo propone que la identidad estadistica de
un sistema compuesto, que puede ser dividido en subsistemas indistinguibles,
depende de la estructura del producto tensorial seleccionado, (o simplemente TPS-

relativa). Esto sugiere que para cualquier sistema formado por un numero par de
fermiones, existe una TPS alternativa donde cada par de fermiones se considera
como un unico subsistema. Esta perspectiva podria afadirse a los resultados
previamente derivados del enfoque TPS. Especificamente, ademas de la relatividad
en las nociones de separabilidad y entanglement, ahora podriamos considerar la
identidad estadistica como otra propiedad relativa. Si esta interpretacion es acertada,

la identidad fermiénica o bosénica de un sistema que puede ser dividido en
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subsistemas indistinguibles deberfa entenderse en términos relativos a la TPS. En
este marco, las designaciones “ser fermion” y “ser bosoén”, aplicables a subsistemas
indistinguibles, se interpretarfan como propiedades relacionales. Asf, un subsistema
tendrfa una identidad estadistica especifica en relacién con otros subsistemas dentro
de la misma particién, en lugar de poseer una identidad en un sentido mas absoluto.
Por lo tanto, no serfa esencial considerar las propiedades de “ser fermién” o “ser
bosén” como categorias fijas, y por ende, no seria necesario ajustarlas al formalismo
mediante un postulado especifico, como el ad hoc (PS).

El modelo de juguete sugiere que la condiciéon de posibilidad del
comportamiento trans-estadistico radica en esta nocién de identidad estadistica TPS
-relativizada. De este modo, el comportamiento trans-estadistico no dependeria
unicamente de condiciones fisicas especificas modeladas aproximadamente (.gr. el
grado de entrelazamiento de los estados de los fermiones de cada par), sino también
de una forma de trans-estadistica presente en un nivel mas fundamental: la identidad
cualitativa de los sistemas. Asi, se podria interpretar que el comportamiento trans-
estadistico no es meramente una descripciéon conveniente de cierto fenémeno. Este
comportamiento podria estar vinculado a las condiciones bajo las cuales se establece
la identidad cualitativa de los sistemas cuanticos indistinguibles, y, desde esta
perspectiva, podria ser interpretado de manera realista.

Sin embargo, las conclusiones parciales que podrian derivarse del modelo
de juguete basado en el enfoque TPS deben ser consideradas con cautela por el
momento. Aunque el modelo logra evitar el uso reiterado de PS para obtener un
sistema de bosones a partir de un sistema de fermiones, aun se basa en el formalismo
de espacios de Hilbert. En este formalismo, el vector de estado identifica a un
sistema cuantico, y los operadores que representan a los observables actian en un
espacio de estados ya definido. Estas particularidades del formalismo de espacios de
Hilbertlo alinean con una ontologfa de objetos individuales que poseen propiedades
inherentes. Esta ontologia no permite relativizar plenamente la nocién de
separabilidad, y por tanto bloquea el paso hacia una nocién relativizada de identidad
estadistica. Entre todas las TPSs disponibles, alguna debe delimitar subsistemas que
coincidan con objetos que mantengan condiciones de identidad. De aqui que, para
esta ontologfa, las TPSs que definen subsistemas mas basicos tendran prioridad. Y
dado que en el modelo de juguete los vectores de estado que definen a los
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subsistemas de la TPS B pueden expresarse como productos tensoriales de los
vectores de estado de la TPS A (v no viceversa), la interpretaciéon natural es que el
sistema total es fermiénico y que la TPS A tiene primacia ontologica sobre la TPS B.

Porlo tanto, en esta fase de la propuesta, donde se ha presentado un modelo
ain basado en el formalismo de espacios de Hilbert, la mencionada jerarquia entre
TPSs nos impone conceder prioridad ontolégica a los subsistemas de la TPS A, y
reconsiderar lo previamente afirmado sobre el caracter relacional de la nocién de
identidad estadistica. Los subsistemas son fermiones que pueden actuar como
bosones cuando se consideran en pares; sin embargo, estos pares no son bosones
genuinos, sino cobosones. En otras palabras, la identidad estadistica del sistema total
(fermibnica) se determina por condiciones de identidad vinculadas a los subsistemas
en su individualidad, obviando las relaciones que existen entre los subsistemas
dentro de un sistema compuesto. Desde una ontologia de individuos, se debe
afirmar: “este es un sistema de fermiones que, aunque no es un sistema de bosones,
puede comportarse como tal”. Los fermiones son sistemas concretos, mientras que
los cobosones son particulas meramente aparentes, en linea con lo que comunmente
se asume en el contexto fisico.

No obstante, una respuesta mas detallada al dilema del caracter relativo o
absoluto de la identidad estadistica (y, en relacién a esto, al problema del estatuto
ontolégico de los cobosones y a la interpretacion realista del comportamiento trans-
estadistico) se proporcionara tras introducir la version algebraica del modelo de
juguete y su interpretaciéon fundamentada en la ontologfa de propiedades, sugerida
por el formalismo algebraico de la mecanica cuantica.

6. LA ONTOLOGIA DE PROPIEDADES

La metafisica tradicional elaboré la nocién ontolégica de objeto individual,
pertinente para los sistemas fisicos clasicos. Esta nocién de objeto individual se
vincula con la nocién semantica de referencia singular y con la nocién légica de
sujeto de predicacion (Laycock 2014). Por ello, la idea de objeto individual se
complementa de manera inherente con la nocién ontolégica de propiedades. En

otras palabras, un conjunto de propiedades pertenece al objeto individual y se
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predica de él. Dicho objeto se distingue por poseer condiciones de identidad que lo
diferencian sincronicamente de otros objetos y permiten su reidentificacion
diacrénica a pesar de los cambios en sus propiedades con el tiempo. Algunos
enfoques sostienen que la individualidad de un objeto se fundamenta en un principio
que va mas alla de las propiedades, como la sustancia (individualidad trascendental).
Otros argumentan que la individualidad de un objeto radica Gnicamente en sus
propiedades (individualidad de haz). Aquellos que ven al objeto individual como un
haz de propiedades asumen el reto adicional de establecer criterios de identidad
sincrénica y diacronica basados puramente en propiedades. Para la identidad
diacrénica, comunmente se utiliza la trayectoria espacio-temporal del objeto. En
cuanto a la identidad sincrénica, generalmente se adopta alguna variante del
principio de identidad de indiscernibles (PII) de Leibniz. El PII sostiene que dos
objetos con propiedades indistinguibles son numéricamente idénticos, es decir,
deben considerarse en el ambito ontolégico como un solo objeto. Las diferentes
interpretaciones del PII se derivan de considerar distintos conjuntos de propiedades
(monadicas, relacionales, etc.) como esenciales para el criterio.

En la seccion 2, se aludié a la indistinguibilidad de los sistemas cuanticos.
LLa estadistica que rige a los sistemas cuanticos del mismo tipo nos lleva a reconocer
que, si estos sistemas son objetos en algin sentido, lo son de una manera atipica,
dado que carecen de condiciones de identidad que los categoricen como individuos.
Especificamente, no acatan el PII, ya que en la mecanica cuantica, sistemas con
propiedades indistinguibles presentan diferencias dnicamente numéricas. Ademas,
la denominada contextualidad cuantica, que impide que todos los observables de un
sistema posean valores definidos simultaneamente, desafia el tradicional principio
de determinaciéon omnimoda que se espera que cualquier objeto individual respete,
y obstaculiza la posibilidad de usar la trayectoria espacio-temporal como criterio de
identidad diacrénica. Finalmente, hay situaciones en las que los sistemas cuanticos
infringen el principio de localidad, que se espera que todo objeto individual cumpla.
Estos tres retos ontolégicos propuestos por los sistemas cuanticos llevaron, incluso
en las fases iniciales de la formulacién de la mecanica cuantica (ver Weyl 1931), a
sefialar que los sistemas cuanticos no poseen condiciones de identidad tipicas de
objetos individuales. Esta percepcion se consolidé en lo que se denomina la “vision
establecida” sobre el estatus ontolégico de los sistemas cudnticos, que
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posteriormente condujo al desarrollo de sistemas formales alternativos para
representar objetos no individuales (como la teorfa de quasi-sets de Krause 1992).
Recientemente, diversos autores han cuestionado la vision establecida,
argumentando que la nociéon de objeto individual puede ser reivindicada si se
descarta el PII o, al menos, algunas de sus versiones mas restrictivas. Van Fraassen
(1985) sugiere abandonar el principio de equiprobabilidad; French (1989) postula
que los estados ni simétricos ni antisimétricos son ontolégicamente viables, pero
fisicamente inalcanzables; Muller y Saunders (2008) exploran formas de identificar
propiedades relacionales que diferencien entre fermiones. En este marco, algunos
defensores de las interpretaciones modales de la mecanica cuantica han esbozado
una innovadora ontologia de propiedades posibles, en la que los sistemas cuanticos
carecen de condiciones de identidad que definan un sujeto de predicacién (ver
Lombardi & Castagnino 2008; da Costa, Lombardi & Lastiri 2013; da Costa &
Lombardi 2014; Lombardi & Dieks 2016). Esta propuesta se alinea con el caracter
revolucionario de la visién establecida. Segun esta ontologfa, los sistemas cuanticos
no pueden ser vistos como individuos, y menos atin como objetos (ver Lombardi
& Pasqualini 2022). Se discutird como, en esta propuesta, la nocion de separabilidad
fisica entre sistemas no esta ontoloégicamente predefinida, sino que emerge de
estipulaciones pragmaticas en el ambito de la fisica. Originalmente concebida para
abordar los desafios ontolégicos tradicionales de indistinguibilidad, contextualidad
y no localidad, se argumenta que esta ontologfa es también la mas apropiada para
interpretar (de manera realista) el comportamiento trans-estadistico que es el foco
de este articulo.

6.1. ONTOLOGIA DE PROPIEDADES Y FORMALISMO ALGEBRAICO

Las exposiciones habituales de la mecanica cuantica emplean el formalismo de
espacios de Hilbert para la representacion matematica de los sistemas fisicos. Un
espacio de Hilbert se estructura a partir de un conjunto de vectores complejos,
donde cada vector simboliza un estado posible. Los observables fisicos se
representan mediante operadores que actian sobre los vectores de estado ya

establecidos. Esta primacia 16gica del espacio de estados sobre los operadores que

276 Revista Colombiana de Filosofia de la Ciencia 22.45 (2022 julio-diciembre): Pags 255-291 155N: 0124-4620 (Imp) & 2463-1159 (Elec).



Trans-estadistica cudntica desde una ontologfa de propiedades

simbolizan los observables apunta a una ontologia de individuos en la que los
sistemas se definen por su espacio de estados y se identifican por su vector de
estado. Posteriormente, adquieren las propiedades asociadas a los operadores (ver
Ballentine 1998 234-235).

Sin embargo, también es posible emplear en cuintica el formalismo
algebraico, matematicamente equivalente al anterior. En este formalismo, los
sistemas cuanticos son inmediatamente representados por un algebra de operadores
que representan a sus observables. LLos estados cuanticos se representan por medio
de funcionales que actian sobre los operadores previamente definidos. En este caso,
la prioridad légica de los operadores representantes de los observables por sobre el
funcional representante del estado sugiere una ontologia de propiedades en que los
sistemas cuanticos vienen inmediatamente definidos por sus propiedades,
correspondientes con los operadores, sin sustrato alguno. El estado del sistema
carece de correlato ontolégico, siendo meramente un dispositivo matematico que
codifica las distribuciones de probabilidades entre valores posibles correspondientes
a cada observable (Ballentine 1998 48).

Para ser mas especificos, la ontologia de propiedades posibles se define a

través de las siguientes correspondencias semanticas (ver Lombardi & Pasqualini

2022):

= El algebra de gperadores antoadjuntos representa al conjunto de los observables
fisicos que definen a un sistema cuantico, que a su vez se corresponde con el
conjunto de #ustancias de propiedades-tipo universales posibles en el dominio
ontolégico.

= Los autovalores de los operadores autoadjuntos representan posibles valores fisicos,
que a su vez se corresponden con el conjunto de propiedades-caso posibles
pertenecientes a cada propiedad-tipo.

= Las funciones de probabilidad representan distribuciones de probabilidad para cada
observable fisico, que a su vez se corresponden con las propensiones ontoldgicas
de actualizacién de cada posible propiedad-caso.

® Los funcionales sobre el algebra de observables representan estados fisicos. Son
simples dispositivos que asignan una distribucién de probabilidad a cada
observable de un sistema singular y, por tanto, desde el punto de vista

277



Pasqualini, Matfas & Fortin, Sebastian

ontolégico codifican las propensiones ontologicas para todas las posibles

propiedades-caso del sistema.

Cabe destacar que se alude a propiedades posibles, dado que, como se
menciond, esta ontologia se concibio en el contexto de las interpretaciones modales,
donde la categoria de posibilidad tiene contenido ontolégico. Sin embargo, nada
impide su aplicacion fuera de las interpretaciones modales. En esta ontologia, los
sistemas cuanticos se consideran haces de propiedades posibles. Esta propuesta se
alinea con el enfoque tradicional de la individualidad de haz, pero con la distincién
significativa de que, a diferencia de la teorfa tradicional del haz de propiedades
actuales, no se busca imponer sobre las propiedades las condiciones de identidad
propias de los objetos individuales. Ademas de los retos que presenta el tratamiento
ontolégico de sistemas indistinguibles, un sistema cuantico no podria ser
considerado un haz de propiedades actuales debido a las limitaciones asociadas a la
contextualidad cuantica, claramente establecidas en el teorema de Kochen y Specker
(1967). Por el contrario, esta ontologia busca intencionadamente desmantelar
cualquier condicién de identidad con fundamento ontolégico. En cuanto a
propiedades posibles, el PII no es incorrecto; simplemente no es aplicable, ya que no
hay impedimento para que exista diferencia numérica entre dos objetos formales
con propiedades posibles idénticas. Para diferenciar mas claramente de la teoria del
haz tradicional, se ha adoptado el término “cimulo” de propiedades posibles para
referirse en el ambito ontolégico a los sistemas cuanticos (Lombardi & Pasqualini
2022).

Como se observa, la imagen convencional de los sistemas cuanticos como
particulas con condiciones de identidad relativamente estables resulta
diametralmente opuesta a la imagen de los sistemas cuanticos que proporciona esta
ontologia. Segtn ella, los subsistemas cuanticos, considerados individualmente, no
poseen condiciones de identidad que se mantengan al integrarse en compuestos.
Los cumulos de propiedades pueden agregarse para formar nuevos cimulos, sin que
los originales puedan ser reidentificados. A su vez, un cumulo puede desglosarse de
diversas formas, sin que ninguna tenga preeminencia ontolégica. Especificamente,
retomando lo abordado desde el enfoque TPS mencionado previamente, si un
sistema puede ser matematicamente dividido de varias maneras, la ontologia no
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favorece ninguna division como representativa de condiciones de identidad que
establezcan referencias singulares destacadas. La distincién entre sistemas “reales”
y “virtuales” se atenta. Esta ontologfa, por lo tanto, brinda un sentido ontolégico
claro a una nocién de separabilidad completamente relativizada, conforme lo sugiere
el enfoque TPS. De los postulados de esta ontologfa no se deriva ni la perspectiva
atomista tradicional, donde toda realidad fisica se construye bottom-up desde sistemas
elementales con condiciones de identidad absolutas, ni una visioén holistica, zop-down,
donde la identidad de las partes se relativiza completamente a las propiedades del
conjunto. Esto no obstaculiza que, en la practica fisica y en las interpretaciones de
la mecanica cuantica, sea conveniente utilizar ciertas particiones en lugar de otras,
estableciendo condiciones de identidad relativamente estables para determinados
sistemas. Sin embargo, desde esta ontologfa, tal preferencia por ciertas divisiones no
tiene fundamento ontolégico, sino que resulta de estipulaciones orientadas a

objetivos practicos o interpretativos.
6.2. ONTOLOGIA DE PROPIEDADES E INDISTINGUIBILIDAD

Desde una ontologia de propiedades, donde los sistemas cuanticos se definen no
por su espacio de estados o por su vector de estado, sino por sus propiedades-tipo
y propiedades-caso posibles, es necesario reformular el postulado estandar de
indistinguibilidad. En este contexto, son los observables cuanticos los que deben ser
invariantes frente a los operadores de permutacion disponibles. Esta reformulacion
recibe el nombre de principio de indistinguibilidad sobre observables Plops:

PLobs: Si los operadores O representan a los observables del sistema
compuesto cuyos subsistemas son indistinguibles, entonces el valor medio

de cualquier observable representado por un operador O debe ser el mismo

para O y para cualquier permutacion O .

Plos: (y|O'|y)=(w|O|y) siendo O'=P'OP (18)
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Para satisfacer Plobs ya no hay necesidad de simetrizar o antisimetrizar el
estado del sistema sino directamente simetrizar los observables del sistema. PS

reformulado se lee:

PSobs: Un sistema de multiples particulas idénticas debe ser representando

). » donde la simetria

por un algebra de operadores simétricos O, €0,

queda definida en términos de los operadores de permutacién P.

0'=P'oP=(£1) 0=0, (19)

sim

Esta condicién impuesta a los observables incluye tanto bosones como
fermiones. Resulta facil reconocer esto si se remite a la restriccién que se suele
imponer a los estados. En el caso de los bosones se pide que la funciéon de onda sea

simétrica, es decir
) =Plvs) (20)
de modo que

<l//S|0sim|l//S>:<lr//S|PTOP|l//S> =<'//s|0|'//s> 1)

Y en el caso de los fermiones se tiene que |l//A> = —P| WA> , de modo que

Wl Ounlwa) =W POPlw,) =(=(w)O(=lw.)) ={walOlw.) @y

Asi, la condicion expresada en (19) que define a los observables simétricos

O,,, incluye ambos casos. Para obtener observables con una identidad estadistica

definida deberan aplicarse operadores de simetrizacion S (para el caso de bosones)

o antisimetrizacion A (para el caso de fermiones) a los obsetvables
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sfos =0,
(22)
A'04=0,
Los operadores simétricos Oy forman el algebra bosénica @, , mientras que
los operadores simétricos O, forman el algebra fermionica @, . Cabe aclarar que
los operadores O, aunque hayan sido resultado de aplicar un operador de

antisimetrizacion, resultan simétricos y no antisimétricos ya que, al aplicarles

operadores de permutacion, el posible autovalor (—1) apatece elevado al cuadrado.

Esto es
P'O,P=(£1) 0, =0, (23)

Se obtienen asf los valores medios esperados para sistemas bosénicos o
fermionicos sin necesidad de simetrizar o antisimetrizar el estado

()., =(ws|Olws)=(w|S'OS|y) =(y|Osly) = (Og),,, = Tr(pOy)
(O),,, =WalOly.)=(w[4'04|y) ={y|Or v} =(OF),, = Tr(pOF)

(24)

Desde esta perspectiva ontologica, el postulado de simetrizacion deja de ser
una adicién ad hoc y se fundamenta ontolégicamente. Cuando dos o mas cumulos
de propiedades posibles idénticas se agregan para formar un unico cimulo, es
natural esperar que el camulo resultante sea simétrico. Es decir, que los observables

simétricos del sistema compuesto no hagan distinciones entre un subsistema y otro.
Por ejemplo, consideremos dos cimulos h' y h* definidos por distintas instancias
de algebras de obsetvables idénticas ¢ =, de modo que R0 R siendo [ la
relacion de indistinguibilidad. Los indices 1 y 2 no suponen aqui individualidad y
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podrian ser arbitrariamente intercambiados. Estos dos cimulos se agregan en un

nuevo cimulo compuesto A" tal que hY =h'*h* | siendo * Ia operacion de
agregacion. Fil algebra @, =9 v @, =0, v @ definira al cimulo A" . Enseguida, la
testriccion sobre los observables O, € @, exigida por PSeps debe ser llevada a cabo,
con objeto de que los observables O, = Zijkij (Ou ®02j) sean tales que

0,®0, ;= 0, ®0, ;» €s decir, resulten invariantes frente a la permutacién de los

cimulos /' y h* (ver Fortin & Lombardi 2021).

7. VERSION ALGEBRAICA DEL MODELO

Introducido el formalismo algebraico junto con la ontologfa de propiedades que le
es connatural, se presenta a continuacion la version algebraica del modelo de juguete

presentado en seccion 5. Considérese un sistema U con observables O,

pertenecientes al dlgebra @, . El estado del sistema U sera el genético p = |l// ><y/|

(sin simetrizar o antisimetrizar).
Se introduce la particion A (TPS A) @, =G v &, v v O, del dlgebra O,

tal que para cada O, € 9, se da que

O, = Zkijkl (01[ ® Ozj ®0, ® 041) (25)

ik

Los observables O, pertenecen ala subélgebra € < @, ; los observables O,
pertenecen a la subilgebra @, € @, ; los observables O, pertenecen a la subalgebra
@, < G, ylos observables O, pertenecen a la subalgebra @, < @, . Finalmente, las
subalgebras @, &, @ y O, definen respectivamente a los subsistemas S, S, , S;

y S, demodo que §,US,US,US,=U.
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Consecuentemente, los operadores de permutacion de primer orden para

esta particién se pueden definir de la siguiente manera

});1340UP2134 = Zkijkl (02i ® 01j ®0,, ® 041)
ikl

P;214OUPszl4 = Zkijkl (O3i ® 02j ®0, ® 041)
ijkl

1)4-;310U})4231 = Zky‘kz (04z ® 02‘/ ® 03k ® 011)
" (26)

P1§240UR324 = Zkyk/ (Oli ® O3j ®0,, ® 04/)
ik

P123onPl432 = Zkykz (015 ® 04_; ®0,, ® 021)
ik

P1§430UP1243 = Zkijkl (Oli ® OZj ®0,, ® 03/)

ikl

Se introduce la particion B (beta) @, =@ v &, del dlgebra O, tal que para
cada O, €, sedaque O, = Zk (Oim ®O0,, ) . Los obsetvables O, pettenecen

mn
mn

a la subdlgebra @, mientras que los observables O, pertenecen a la subilgebra ;.
Las subélgebras @ y @, definen a los subsistemas S; y S, respectivamente, de
modo que ;U S, =U . Finalmente, el adlgebra @ tiene como subélgebras a las ya
conocidas @ y &, de modo que S, =8, US,,z¢e Q=G VvE,;y 0 tiene como
subdlgebras a @, y @, de modo que S, =S, US,;i¢e @, =6, v,.

El tnico operador de permutacién correspondiente a esta particién es:

BIT—I'OUBI'—I' = Z kmn (Oiim ® Oin ) (27)
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Dado que @ =@ v, yque @, =6, v G,, existe una correspondencia entre

el operador P,

i yuno de los operadores de permutacion de la particion A. A saber

n

>k (0,,®0,) =k, (0,©0,,©0,®0,)

i ik (28)
Il _ pt Il
POy, = Py Bu50y B P
Por tanto,
B, =FR;P, 29)

Si se asume que los subsistemas S, S,, S; v S, son indistinguibles entre

si, deberia darse, de modo de satisfacer Pl
VO, €9,,0, :f:zTOUBz (30)

Si adicionalmente se asume que S;, S,, S; y S, son fermiones, y de modo

de asegurar que los observables que representen al sistema U cumplan la condicion
establecida en la ec. 30, se debera aplicar el ya definido operador de antisimetrizacion

A alos observables O,
VO, €6,, 0, =4'0,4 31)

Se obtiene asi el dlgebra @, que representa al sistema U compuesto de

cuatro fermiones S, S,, S; y S, . La operacién es andloga a aplicar el operador de

antisimetrizacion A al estado. El Ploy, resulta satisfecho por esta algebra ya que
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Plws: (y|O'|y)=(y|O|y) siendo O'=P'OP

) (32)
(W|PJOP, [y)=(£1) (v|O:lw) = (w0, |yw)

Astumase ahora que los subsistemas S, y S. son también indistinguibles
entre si, deberfa darse, para satisfacer Plops

VO, €@,,0,=P O,P,

ii—i U™ di—i

(33)

Si adicionalmente se asume que S; y S, son bosones, y de modo de
asegurar que los obsetvables que representen al sistema U cumplan la condicién
establecida en la ec. 33, se debetia aplicar un operador de simettrizacion S a los

obsetvables O, . El operador de simetrizacion S se define
(I+P.,) (34)

Se obtendria un algebra de observables @, tal que

vO0,eéd,, 0,=5'0,S (35)

Sin embargo, si se hace uso de este operador, se obtendrfa un resultado

indeseable, que es obtener un 4lgebra de observables @, que definiria a U como

un sistema distinto del definido anteriormente por el algebra @, . Ya no se hablatia

de dos particiones distintas de un mismo sistema compuesto sino de dos sistemas

compuestos distintos. Serfa el equivalente en el formalismo de espacios de Hilbert a

simetrizar el estado respecto exclusivamente al operador F,

1> pero se perderfan las

simetrias y antisimettias respecto de los operadores P,.
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La manera de encontrar un algebra de observables adecuada, que satisfaga
la ec. 33 sin dejar de satisfacer la ec. 30, es definir un algebra &, =, haciendo uso

del mismo operador de antisimetrizacion A . El dlgebra buscada es
V0, €6,, 0,=A4'0,4 (36)

Esto es perfectamente posible, ya que se demostrado que la accion del

operador 4 debe entenderse como una antisimetrizaciéon desde la particiéon A pero
como una antisimetrizaciéon desde la particion B. Se obtiene asi el algebra @, que
representa al sistema U compuesto de dos bosones S, y §,. El Plos resulta

satistecho por esta algebra ya que

Plas: (y|O'|y)=(w|O|y) siendo O'=P'OP

W

37)
<V/|BI‘T—1‘OBEi—i |‘//> = (1)2 <'//|OB |l//> = <‘//|OB |l//>
Como ptrimer corolario se obtiene que una misma algebra @, =, obtenida

a partir del operador de antisimetrizacion A4 define al sistema U como fermidnico
o bosénico no en términos absolutos sino respecto a una determinada particion, a
saber, U es fermidnico respecto a la particiéon A y bosonico respecto a B. Esto
invita a cambiar la notacién, para poner de relieve esta relatividad de la identidad

estadistica respecto a la particién. En lugar de G, se dird @7, y en lugar de G, se
escribird @, . Un resultado analogo habfamos obtenido por medio de la versién en
espacios de Hilbert del modelo, en la que para un sistema total representado por un
mismo vector de estado |l// A> obtenfamos tanto la identidad fermiénica como

bosonica.

El segundo corolatio es que el uso del operador de antisimetrizacion A4
patra obtener el dlgebra @, =U,. no necesariamente debe inducir a pensar que el

sistema U es fundamentalmente fermiénico y que la particion A tiene prioridad
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ontoldgica respecto a la B. Sino que el uso del operador de antisimetrizacién A
puede interpretarse como una cierta restriccion sobre el algebra de observables, de
las muchas posibles, que definen una cierta subalgebra y de ese modo define un
cierto conjunto de subsistemas. Esta restricciéon es el analogo en el espacio de
observables que desde otro punto de vista podria introducirse a partir de una
restriccion de los estados accesibles al sistema. En concreto la restriccion reside en
limitar los estados posibles del sistema a aquellos estados que siendo simétricos en
la particién B, se conviertan en antisimétricos vistos desde la particion A.

Este resultado emerge como una posibilidad latente sélo en la version

algebraica. A saber, contamos con un algebra ©

sim

constituida por operadores

0., =S'0,S que se adapta perfectamente al computo de valores medios tanto

para la particion fermiénica como la bosénica y que no podria ser considerada
fermidnica en absoluto (ya que se emplea el operador de simetrizacion S') ni
bosénica en absoluto ya que S se construye sobre la base de los operadores de
permutacion de la particion fermionica.

8. CONCLUSIONES

LLa adopcion de una ontologia de propiedades sugerida por el formalismo algebraico
de la mecanica cuantica permite levantar la medida de prudencia que habfa obligado
a suspender las conclusiones parciales derivadas de la version en espacios de Hilbert
del modelo de juguete. La equivalencia ontolégica de la pluralidad de TPSs a partir
de una ontologfa en que los (sub)sistemas cuanticos no pueden ser considerados
objetos con condiciones de identidad que puedan preservarse al ser particionados o
al entrar en composicion, impide la interpretaciéon convencional que fundamenta la
identidad estadistica de un sistema compuesto en ciertas propiedades intrinsecas de
aquellos subsistemas definidos por una TPS privilegiada, que delimita sistemas
considerados elementales. Desde esta ontologfa, al habilitar una nocién de
separabilidad TPS -relativizada, se posibilita también una nocién de identidad
estadistica TPS -relativizada.
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Los subsistemas indistinguibles ya no son, en un sentido estricto, ni
fermiones ni bosones, pero si en sentido relativo. Es decir, la identidad estadistica
del sistema compuesto no depende ya de condiciones de identidad de cada
subsistema numéricamente distinto considerado individualmente, sino que se
atribuye al sistema compuesto en relaciéon con una TPS especifica y a cada subsistema
en relacién con el resto de los subsistemas de la particién. Recuérdese que adoptar
una ontologfa de propiedades supone asumir un enfoque Zgp-down, donde
comenzamos con el sistema total como ciimulo unico de propiedades, atenuando la
nocion de elementalidad. Ia identidad estadistica del sistema total se determinara
por las propiedades relacionales mutuas de los subsistemas definidos por cada TPS.

Desde la ontologfa de propiedades puede finalmente decirse: “este es un
sistema de fermiones respecto a la particiéon A y es un sistema de bosones respecto
a la particion B”. Al relativizar la identidad fermiénica o bosonica, se facilita una
interpretacion realista del comportamiento trans-estadistico. En una ontologfa de
individuos, el comportamiento bosénico de un sistema de fermiones solo podia ser
aparente. Sin embargo, desde una ontologia de propiedades, el comportamiento
trans-estadistico de un sistema que es fermioénico o bosénico de manera TPS -relativa
ya no depende tnicamente de circunstancias fisicas especificas y puede tener un
fundamento ontolégico, vinculado a las condiciones bajo las cuales se establece la
identidad cualitativa de los sistemas. Ademas, los cobosones resultan ser tan reales
como los fermiones que los constituyen, y su estatus ontolégico se equipara al de
los bosones convencionales.
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